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 :التمرين الأول 

)نبين أن  -  أ- )1  ), ,Ε + ) فضاء متجهي جزئي من الفضاء المتجهي⋅ )( )2 , ,Μ + ⋅.   

)( Ε تنتمي إلىO المصفوفة المنعدمة- )0,0 OΜ Ε: ، إذن ) = ≠ ∅.   

) لكل- ),λ µو لكل2 من ( ),a bΜو ( ),c dΜمن Ε لدينا ، :  

( ) ( ) ( ), , ,a b c d a c b dλ µ λ µ λ µΜ + Μ = Μ + +  

): إذن  ) ( ), ,a b c dλ µΜ + Μ ∈Ε.   

)إنو منه ، ف ), ,Ε + ) فضاء متجهي جزئي من⋅ )( )2 , ,Μ + ⋅.   

)مهما تكن المصفوفة -ب ),a bΜمن Ε لدينا ، :  

( ) 1
3

0 30
, I J

00
ba

a b a b
ba

⎛ ⎞⎛ ⎞
Μ = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

)إذن )I,Jأسرة مولدة للفضاء المتجهي ( ), ,Ε + ⋅.   

)نبين أن - )I,J أسرة حرة .  

)   ليكن ),α βبحيث2 من :  I J Oα β+ =.   

) :و لدينا  )I J ,α β α β+ = Μ إذن ، : 
1
3

3 0 0
0 0

α β
β α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

: ني أن و هذا يع
13 0
3

α β β= = − 0α:  ، أي أن = β= =.   

)و منه ، فإن )I,J  فيحرة أسرةΕ . 

) الأسرةو بالتالي فإن )I,Jأساس للفضاء المتجهي ( ), ,Ε + ⋅.  

) جزء مستقر منΕ نبين أن- أ-)2 )( )2 ,Μ ×.   

)      لكل ),a bΜو ( ),c dΜمن Ε لدينا ، :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2, , I J I J I J Ja b c d a b c d ac bc ad bdΜ × Μ = + × + = + + +  

2J: و حيث أن  I=   : فإن  ، −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , I J ,a b c d ac bd bc ad ac bd bc adΜ × Μ = − + + = Μ − +  

) جزء مستقر منΕإذن )( )2 ,Μ ×.   

) تشاكل تقابلي منfنبين أن -ب ) نحو×,*( )*,Ε ×.   

zلكل a ib= z' و+ c id= ):  ، لدينا * من+ ) ( )'z z ac bd i bc ad× = − + +  

):  إذن  ) ( )'f ,z z ac bd bc ad× = Μ − +  

): ، فإن  - أو باستعمال نتيجة السؤال  ) ( ) ( ) ( ) ( )' 'f , , f fz z a b c d z z× = Μ ×Μ = ×.   

) تشاكل منfإذن ) نحو×,*( )*,Ε ×.   

  . تقابلي f   نبين أن

)نعلم أن )I,Jأساس ل Ε إذن ،  :  

( ) ( ) ( ){ }( )* 2 ;  ! , 0,0  /  I Ja b a b∀Μ ∈Ε ∃ ∈ − Μ = +  

):      و بما أن  ) ( )I J , fa b a b a ib+ = Μ =   : ، فإن +

( ) ( ) ( ) ( )* * ;  !  /  f fz a ib a ib z∀Μ ∈Ε ∃ = + ∈ Μ = + =  .  

 . ، و يتحقق بذلك المطلوب Ε* نحو* تقابل منfو هذا يعني أن

)نبين أن -)3 ), ,Ε +   . جسم تبادلي ×

)بما أن ), ,Ε + )فإن فضاء متجهي حقيقي ، ⋅ ),Ε   . زمرة تبادلية +

)و من جهة أخرى ،  ) تشاكل تقابلي منf زمرة تبادلية و×,*( ) نحو×,*( )*,Ε ×  

)إذن  )*,Ε   . أيضا زمرة تبادلية ×
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)و بما أن الجداء توزيعي بالنسبة للجمع في )2Μو Εجزء مستقر من ( )2Μبالنسبة   

  .Εللجداء و الجمع ، فإن الجداء يبقى توزيعيا على الجمع كذلك في

)و بهذا يكون  ), ,Ε +   . جسما تبادليا ×

3J:  ، المعادلة Εنحل في -)4   X I× =.   

  :    لاحظ أن المصفوفة المنعدمة ليست حلا لهذه المعادلة ، ولدينا 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 3 1 3 1 1 1 3 1X ;  J X I f J X f I f J f X f I− − − − −∀ ∈Ε × = ⇔ × = ⇔ × =  

): من جهة  )1f I 1− ) و = )1f J i− ) و = ) ( )( )31 3 1f X f X− −=  

)و بوضع )X ,x y= Μ و z x iy= ):  ، فإن + )1 3 3f X z−   : و المعادلة السابقة تكافيء =

3 1i z× 3 أي = 3z i i= − ) أي = ) ( )2 1 0z i z iz− × + − =  

0z: هناك ثلاثة حلول هي  i= 1 و
3
2

iz +
= 2 و −

3
2

iz −
=.   

3Jو بالتالي فمجموعة حلول المعادلة X I×   : هي Ε في=

( ) ( ) ( ){ }3 31 1
2 2 2 20,1 J ; ,  ;  ,  S = Μ = Μ − − Μ −.    

 :ثانيالالتمرين  

-I المعادلة نعتبر في المجموعة ،  :( ) ( )2: 0G iz a a i z a iaa+ + − − − =.   

)مميز المعادلة -  أ- )1  )G هو :  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
4 2 1 4 4a a i i a iaa a a i a a ia aa∆ = + − + + = + − + − + −  

( )

22

22

2 2 2 4 4 1

2 2 1

a aa a ia ia ia aa

a aa a i a a

= + + − − + − −

= − + − − −
  

)  :إذن  ) ( ) ( )2 222a a i a a i a a i∆ = − − − + = − −  

)يز المعادلةبما أن مم -ب )G هو  :( )2
a a i∆ = −   : هما  ، فإن حليها في المجموعة−

1
2

2 2
i a a a a i az ia

i i
− − + − −

= = − =  

و 
( )

2

2
1

2 2
i ai a a a a iz ia

i i
−− − − + +

= = = +.   

) حلا للمعادلةaيكون - )2  )G إذا و فقط إذا كان a ia= 1 أو ia a+ =.   

: بما أن 
1 11

1 2
iia a a

i
+

+ = ⇔ = =
−

   

)و  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Re Im Im Re Re Ima ia a i a a i a a a= ⇔ + = + ⇔ =  

) حل للمعادلةa: فإن  )G يكافىء ( ) ( )Re Ima a=.   

-II 1(-  نضع :
( )

( )
1 ia a

Z
ia a

+ −
=

−
a ، حيث ) و ∋ ) ( )Re Ima a≠.   

: لدينا 
( )

( )
( )1 11ia a i a iia a i a iaZ

ia a a ia ia aia a

+ − − −− − + −
= = = =

− − − −−
  

)و تكون النقط )A aو ( )B iaو ( )1C ia+يمية إذا و فقط إذا كان مستقZ Z أي ∋ Z=  

: بمعنى أن 
( ) ( )1 1ia a i a i

ia a ia a
+ − − −

=
− −

):  أي أن  ) ( )1 1ia a i a i+ − = − −  

: أي 
1
1

ia a
i

+
− =

−
):  بمعنى أن  ) ( )21

2 Im
2
i

i a
+

):  أي أن = ) 1Im
2

a =  

): لأن  )21 2i i+ =.   
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): نفترض أن  - )2  ) 1Im
2

a ≠.   

): لدينا  - أ ) ( ) ( )'
2' '

1
i

A b AB
R B B z z e z z b a i ia a

π−= ⇔ − = − ⇔ − = − −  

): إذن  )' 2 1b a i a ia i a a= − + = + +.   

)و  ) ( ) ( )'
2' '

2 1i
A C AC

R C C z z e z z c a i ia a
π

= ⇔ − = − ⇔ − = + −  

): إذن  )' 1c a i a ia i a= + − − = −.   

):  و بالتالي ، فإن  )' 1b i a a= + ) و + )' 1c i a= −.   

): لدينا  -ب   ) ( )' ' 1 2c b i ia a ia a i a a a− = − − − − = − − +  

] هو منتصف القطعةEو بما أن ]BC فإن ،  :
( )11

2 2 2
B C

E

i a az z ia iaz
+ ++ + +

= = =  

: إذن 
( ) ( )1 1 2

2 2E A

i a a a i a a
z z a

+ + − + +
− = − =  

):  فإن و بالتالي ، ) ' '2 E Ai z z c b− = :  بمعنى أن −
' '

2
E A

c b i
z z

−
=

−
  

)إذن ، من جهة  ) ( )' 'AE B C⊥ لأن  :
' '

E A

c b i
z z

−
∈

−
.   

: و من جهة أخرى 
' '' ' ' '

2 2
E A E A

c bB C c b i
AE z z z z

− −
= = = =

− −
':  ، إذن  ' 2B C AE=.   

 :ثالثالتمرين ال 

-I المعادلة 2ر في المجموعةنعتب ،  :( )E :  35u 96v 1− =.   

35: لدينا  -)1  11 96 4 385 384 1× − × = − ) ، إذن الزوج= )11, ) حل خاص للمعادلة4 )E.   

)إذا كان الزوج - )2  )u,vلا ل ح( )E فإن ،  :( ) ( )35 u 11 96 v 4 0− − − =  

): أي أن  ) ( ) ( )*   35 u 11 96 v 4− = ): ، إذن  − )96 | 35 u 11−  

96: و بما أن  35 1∧ ) :  حسب مبرهنة كوص فإن= )96 | u 11−  

u: إذن  11 96  /  k k= + ∈   

)نعوض في v : فنحصل على *( 4 35k= +  

)مجموعة حلول المعادلةإذن ،  )E هي  :( ){ } 11 96 ,4 35  /   S k k k= + + ∈.  

-II المعادلة نعتبر في المجموعة ،  :( ) [ ]35F :  x 2 97≡.   

) حلا للمعادلةxليكن - )1  )F.   

2 بحيث p على الأعداد الأولية97ننجز القسمة الأقليدية ل  - أ 97p   : في الجدول التالي ≥

  
r  q  p  97  

1  48  2    

1  32  3    

2  19  5    

   لا يقبل97حسب الجدول جانبه العدد 

  : بحيث p على أي عدد أوليالقسمة

2 97p ≤.   

  .إذن فهو عدد أولي 
5  13  7    

  
x:  نضع - 97d = ∧.   

1d:  عدد أولي ، فإن 97بما أن  97d أو = =.   
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97dإذا كان  97:  ، فإن = x 97=   x يقسم97عني أن  ي∧

]:  بمعنى أن 35x يقسم أيضا 97: إذن  ]35x ] و هذا غير ممكن لأن≡97 0 ]35x 2 97≡.   

1dإذن   . أوليان فيما بينهما 97 و x ، بمعنى أن=

x عدد أولي و 97بما أن  -ب     97 1∧ ]: رهنة فيرما  ، فإن حسب مب= ]97 1x 1 97− ≡  

]: بمعنى أن  ]96x 1 97≡.   

]: لدينا  - ج     ] ( ) [ ]1135 35 11x 2 97 2  97x≡ ⇒ ]:  ، إذن ≡ ]35 11 11x 2  97× ≡  

35: و من جهة أخرى  11 1 96 4× = + ): إذن  × ) [ ]1 96 4 11x 2  97+ × ≡  

]: و لدينا  ]96x ): ، إذن ) حسب نتيجة السؤال السابق ( ≡97 1 ) [ ]1+99 4x x  97×≡  

]: و بالتالي ، فإن  ]11x 2  97≡.   

]:  عددا صحيحا طبيعيا بحيث xإذا كان - )2  ]11x 2 ]:  ، فإن ≡97  ]35 11 35x 2  97×≡  

35: و بما أن  11 1 96 4× = + ] و × ]962 97 1 2 1 97∧ = ⇒   )حسب مبرهنة فيرما (  ≡

]: فإن  ]11 352 2 97× ]: إذن  ، ≡ ]35x ) حل للمعادلةx ، بمعنى أن≡97 2 )F.   

]تانالمعادل - )3  ]11x 2 ) و≡97  )F متكافئتان .  

112: بما أن  2048 21 97 11= = × ]:  ، فإن + ]112 11 97≡.   

]: إذن  ] [ ]11x 2  97 x 11 97 x 11 97 /k k≡ ⇔ ≡ ⇔ = + ∈.   

  .و هذا هو المطلوب 

 :التمرين الرابع 

-I لكلxنضع + من ،  :( ) 2xf x 2x e−= −.   

): نحسب النهاية  -  أ- )1  )( )lim f x 2x
x→+∞

−.   

): لدينا  )( ) 2

t

x tlim f x 2x lim lim 0
x x

e e− −

→+∞ →+∞ →−∞
− = − = − =.   

)هذا يعني أن المنحنى )Cدلته  مقاربا مائلا معا∞+ يقبل بجوار :y 2x=.   

) نحسب-ب       )'f x :   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2''' 2
+

x x xx  ; f x 2x x 2 2x 2 1 xe e e− − −∀ ∈ = − − = + = +  

): وبما أن  ) ( )'x  ;  f x 0+∀ ∈ ): لأن ( < ) 2xx  ;  x 0e−
+∀ ∈ ≥ (  

  : ، و جدول تغيراتها كما يلي + تزايدية قطعا علىfفإن

 0                                                                  +∞  x  
+ ( )'f x  

                                                                    +∞  
 
 

1−  

 
f  
 
 

 

( ) ( )2xlim 2x lim و  0 lim f x
x x x

e−

→+∞ →+∞ →+∞
= +∞ = ⇒ = +∞  

  :  نحو المجال + تقبل منf ، إذن+ متصلة و تزايدية قطعا علىfالدالة - ج       

( ) ( ) ( ) [ [+J f f 0 ; lim f x 1;
x→+∞

⎡ ⎡= = = − +∞⎣ ⎣  

0و بما أن  J∈فإنه يوجد عنصر وحيد αبحيث + من  :( )f 0α =.   

): لدينا و  )f 0 1 0= − ) و > ) 1f 1 2 0
e

= − 0 ، إذن حسب مبرهنة القيم الوسيطية< 1α< <.   
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)دراسة إشارة - د     )f xعلى المجال [ ]0;1.   

fتزايدية قطعا على المجال [ 0:  بحيث α و تعدم عند نقطة1;0[ 1α<   : ، إذن >

[ [( ) ( )x 0;  ;  f x 0α∀ ∈ [ و > ]( ) ( )x ;1  ;  f x 0α∀ ∈ >.   

)إنشاء المنحنى - )2  )C.   

  

-IIنعتبر الدالتين العدديتين ϕو gكما يلي + المعرفتين على :  

( )

( )

2

0

x t1x dt ;  x 0
x

0 0

e−⎧ϕ =⎪
⎨
⎪ϕ =⎩

∫ >
)  و  ) 22

0

x tg x x dte−= − ∫.   

الدالة - )1 
2

0

u tF : u dte−∫و قابلة للإشتقاق على+ متصلة على *
  : و لدينا +

( ) ( ) 2* ' xx  ;  F x e−
+∀ ∈ =.   

]في المجال F على الدالة مبرهنة التزايدات المنتهية، بتطبيقإذن  ]0;xلكل ، xمن *
+:   

[ من المجالcيوجد على الأقل عنصر [0; x بحيث  :( ) ( ) ( )'F x F 0 x.F c− =.   

: أي أن 
2 2

0

x t cdt 0 x.e e− −− =∫.   

): و بالتالي  ) ] [( ) 2 2*

0

x t c1x  ;  0; x  /  dt
x

c e e− −
+∀ ∈ ∃ ∈ =∫.   

xنأخذ  -ب [:  ، إذن =1 [( ) 2 2

0

1 t c0;1  /  dtc e e− −∃ ∈ =∫  

: و لدينا 
2 20c0 1 1c e e− −⇒ =< < :  ، إذن >

2

0

1 t dt 1e−∫ <.   

): نبين أن  -  أ- )2  ) ( ) ( )+ 0

x
x  ; g x f t dt∀ ∈ = ∫ .  

): لدينا  ) ( ) ( ) ( )2 22
+ 00 0 0 0

x x x xxt tx  ; f t dt 2 g xt dt e dt t e dt− −⎡ ⎤∀ ∈ = − = − =⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫.   

):  ، فإن الدالة + متصلة علىfبما أن -ب )
0

x
x f t dt∫قابلة للإشتقاق على +  

): و لدينا  ) ( )( ) ( )
'

0

x
x  ;  f t dt f x+∀ ∈ =∫  

) و + قابلة للإشتقاق علىgإذن ) ( ) ( )'x  ;  g x f x+∀ ∈ =.   

[: لدينا  - ج [( ) ( ) ( )'x ;1  ;  g x f x 0α∀ ∈ = [ تزايدية قطعا على المجالg ، إذن< [;1α  

]: و من جهة أخرى  [( ) ( ) ( ) ( )
0

0;  ;  f t 0 g f t dt 0t
α

α α∀ ∈ ⇒ = ∫< <  

)و  )2 21 12

0 0

t tdt 1 g 1 1 dt 0e e− −⇒ = −∫ ∫< >.   

[ من المجالβإذن ، حسب مبرهنة القيم الوسيطية يوجد عنصر وحيد [;1α بحيث  :( )g 0β =.   
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  .  متصلة على اليمين في الصفر ϕنبين أن - أ - )3 

* عنصرا منxليكن
+  

] من المجالtلكل ]0; x 2:  ، لدينا 2x 0t− −≤ :  ، إذن ≥
2 2x t 1e e− −≤ ≤  

: و بالتالي فإن 
2 2

0 0 0

x x xx tdt dt 1dte e− −∫ ∫ ∫≤ ≤  

: بمعنى أن 
2 2

0

xx tx dt xe e− −∫≤ ≤.   

): إذن  ) ( )2 2*

0

xx t1x  ;  x dt 1
x

e e− −
+∀ ∈ ϕ = ∫≤ ≤  

و حيث أن 
2

0

xlim 1
x

e
+

−

→
):   فإن = ) ( )

0
lim x 1 0
x +→

ϕ = = ϕ  

  . متصلة على اليمين في الصفر ϕ إذن

): نبين أن  -ب ) ( ) 2 2* 2

0

xx t2x  ;  x t dt
x

e e− −
+∀ ∈ ϕ = +   . باستعمال مكاملة بالأجزاء ∫

 :نضع 
( )
( )

2

'

tu t

v t 1

e−⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
: ، إذن  

( )
( )

2' tu t 2t

v t t

e−⎧ = −⎪
⎨

=⎪⎩
  

: و منه 
2 2 22

0 00

xx xt t tdt t 2 t dte e e− − −⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫  ، نضرب الطرفين في∫
1
x

  : فنحصل على 

( ) 2 22

0

xx t2x t dt
x

e e− −ϕ = + ∫.   

الدالة  - ج
22 tt t  e−إذن الدالة+ متصلة على ، 

22

0

x tx t dte−∫قابلة للإشتقاق على +  

): و لدينا  ) ( )2 2
'

2 2

0

x t xx  ;  t dt xe e− −
+∀ ∈ =∫.   

: و الدالتين 
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