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I. � ت ا�"�د����


�$���ت %$ل ا��: 


 �		���� �� �'�ط:� 
�
�� أ��� ��ر��� أ��اد ����� �	� ���
  ا��		����ت ا�	���� :

1( 0  ,2  ,4  ,6   ,8   ,10  ............. ,  
2( 6  ,3  ,0  ,3 -   ,6 -   ,9 -   ,12 -  .............,  
3( 1  ,3  ,9  ,27   ,81  ,243  ............. ,  
4( 1  ,1

2
  ,1

4
  ,1

8
  ,1

16
  ,1

32
 ............. ,  

5(1 ,4  ,9   ,16   ,25  ,36 .............,  
�"��I #ھ ℕ  �� أو '&ءℕ      
),�	+* ا��		���� ا���د(� : �1	�ل ) 0n n

u
≥

ا���*/� ���.�-�  

2ا�.*(�0 ا�	���� :  3nu n= +   n∀ ∈ℕ  

��ھ� ا2ول أ .1 3��0u  

2.  3��)ا��0ود ا2ر��� ا2و�4 �
�		���� أ ) 0n n
u

≥
 

0 :ا�6#اب  2 0 3 3u = × + و=
1 2 1 3 5u = × + =   

 2 2 2 3 4 3 7u = × + = + و    =
3 2 3 3 9u = × + =  

���		� �)��� أن أن /*ق �  2ا���د  #� ھ,�

),�	+* ا��		���� ا���د(�  :�2	�ل  )nu  ���'*	ا���*/� ������9 ا�

0ا�	���� : 

1

1

2 3n n

u

u u+

=
 = +

  

 ����		�
)أ��3 ا��0ود ا2ر��� ا2و�4 � )nu
  

    0ب   n,�#ض  ا�6#اب :

: �6;/ 0 1 02 3 2 1 3 2 3 5u u+ = × + = × + = + =  

1 اذن : 5u =  
    1ب   n,�#ض 

: �6;/ 1 1 12 3 2 5 3 10 3 13u u+ = × + = × + = + 2 اذن := 13u =  

    2ب   n,�#ض 

: �6;/ 2 1 22 3 2 13 3 26 3 29u u+ = × + = × + = + =   

3 اذن : 29u =  

 ھ?ه ا��		���� ���4 �		���� �*'��=�)%�� : 
II.ت ا��*($ر����

 ة و ا��.-$رة و ا��,�ودةا��
  

  
  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :�1'�ط )nu  �/*ا���  

 :@��	���1

2 1n

n
u

n

+=
+

   n∀ ∈ℕ    

���1 أن:      .1
1

2 nu< ≤  n∀ ∈ℕ  

)�		���� ��ذا (�"� أن ,A#ل �� ا� .2 )nu ؟ 

1nuأ) ,+�� أن:      ا�$0/� : ≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

),0�3 ا�D*ق :  ) ( )2 1 11
1 1 0

2 1 2 1 2 1n

n nn n
u

n n n

+ − ++− = − = = ≥
+ + +

  

1nuو�;= :  ≤ n∀ ∈ℕ�  

1أ) ,+�� أن:     

2 nu<  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

,0�3 ا�D*ق : 
( ) ( )2 1 2 11 1 1 1

0
2 2 1 2 2 1 2 1n

n nn
u

n n n

+ − ++− = − = = >
+ + +

  

1و�;=: 

2 nu<n∀ ∈ℕ �   

�6,1:  �و �و���	��@ �� 
1

2 nu< ≤  n∀ ∈ℕ  

)��د(� ) ,A#ل  ا��		���� ا�2 )nu   ا���د ����"+#رة@A�A0 1    

),A#ل ا��		���� ا���د(�  و  )nu   ا���د ����.-#رة@A�A0 1

2
     

)ا��		���� ا���د(�  ان,A#ل  و )nu  دة  ��0و   

1 �"2: �"	�( )n n I
u

∈
  �		���� ��د(�  

),A#ل إن  � )n n I
u

∈
@A�A���M  G�0"+#رة إذا و'� ��د 

nu M≤   

n I∀ ∈  

)إن ,A#ل � )n n I
u

∈
��m G�0�nuد �A�A@  '��.-#رة إذا و m≥   

n I∀ ∈  

),A#ل إن  � )n n I
u

∈
 ��0ودة   إذا ��,I �"+#رة �.-#رة .  

),�	+* ا��		���� ا���د(�    :��21 � )nu   : @��	��� �/*ا���  

          2
1

0

2 2

1
n n nu u u

u
+ = + +


= −

n∀ ∈ℕ  

  ��دة ا�������ت             أ�5د ��� ا��4� ا�'��3�   

                                ���/� و�0ة            
  
  

  ا��>
$ى : ا�و�: /�ك 
8$م ��2 (��
���� ����	
  ا��
�ذ : 

  5ر��/ ��آ�ة   
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  1 3��)��� أن ا��		���� )1u  2)أ )nu  �1.-#رة �����د      

  ا��$اب :
 1 (( ) ( )22

0 1 0 02 2 1 2 1 2 1 2 2 1u u u+ = + + = − + × − + = + − + =  

1("D@ أن  ,+�� أن:      )1 nu≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

,0�3 ا�D*ق : 
( )22 21 2 2 1 2 1 1 0n n n n n nu u u u u u− = + + − = + + = + ≥  

1و�;= : nu≤  n∀ ∈ℕ: @��	و��� ( )nu  �1.-#رة �����د     

III.: ����

 ر�2/� �
)	�� ا���د( 	��,�	+* ا��		����'�ط : )n n

u
∈ℕ

)و     ) 1n n
v

≥
 	�� ا���*/  

 :@��	���2 3nu n= +n∀ ∈ℕ       2و
nv

n
=   n ∗∀ ∈ℕ  

���		�
) 	��أ��3 ا��0ود ا2ر��� ا2و�4 � )n n
u

∈ℕ
)و     ) 1n n

v
≥

��ذا     

�؟��� 

��>�?: �"	�( )n n I
u

∈
  �		���� ��د(�  

)�"#ن ا��		���� � )n n I
u

∈
�1n&ا(�(� إذا و/JA إذا ��ن:   nu u+ ≥   n I∀ ∈  

)�"#ن ا��		���� � )n n I
u

∈
�1n;�9.�� إذا و/JA إذا ��ن:  nu u+ ≤    n I∀ ∈  

)�"#ن ا��		����  � )n n I
u

∈
�K���1n إذا و/JA إذا ��ن :   nu u+ =  n I∀ ∈ 

)ا���د(�  : أدرس ر���� ا��		����  �1	�ل )n n I
u

∈
ا���*/� ���	��@ :  

2 3nu n= +   n∀ ∈ℕ   
)  ا�6#اب : ) ( )1 2 1 3 2 3 2 0n nu u n n+ − = + + − + = )اذن:    < )nu 

��M9 �)�)ا&�   
): أدرس ر���� ا��		���� �2	�ل )nv  : @��	��� �/*2ا���

nv
n

=   n∀ ∈ℕ   

  ا�6#اب :
( )

( ) ( )1

2 2 12 2 2
0

1 1 1n n

n n
v v

n n n n n n+

− + −− = − = = <
+ + +

   

)اذن:    )nv ��M9 ��.9�;�   

)أدرس ر���� ا��		���� ا���د(�  :��22 � )nu  : @��	��� �/*ا���

2n

n
u

n

−=
+

   n∀ ∈ℕ    

)  ا��$اب : )
1

1 1

1 2 2 3 2n n

n n n n
u u

n n n n+

− +  − − − − = − = +   + + + + +  

       

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )1

1 2 31 2
0

3 2 3 2 3 2n n

n n n nn n
u u

n n n n n n+

− − + + +− − −− = + = = <
+ + + + + +

1nاذن  nu u+ )و���	��@ ≥ )nu ��M9 ��.9�;�  

)أدرس ر���� ا��		���� ا���د(�  :��23 � )nu  : @��	��� �/*ا���

5 3

2 7n

n
u

n

−=
+

   n∀ ∈ℕ   : أن N	;	O3وا

7nu ≥ −n∀ ∈ℕ  

    ا��$اب :
       

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

5 1 3 5 2 5 2 2 7 2 9 5 35 3 5 3

2 1 7 2 7 2 9 2 7 2 9 2 7n n

n n n n n nn n
u u

n n n n n n+

+ − + + + − + −− −− = − = − =
+ + + + + + +

( )( ) ( )( )
2 2

1

10 35 4 14 10 6 45 27 41
0

2 9 2 7 2 9 2 7n n

n n n n n n
u u

n n n n+
+ + + − + − +− = = ≥

+ + + +
  

اذن 
1 0n nu u+ − )و���	��@ ≤ )nu   

)��� أن  )nu  : ا(�(� /�ن&�
0nu u≥   @;�)3

7nu ≥−n∀ ∈ℕ  

),�	+* ا��		���� ا���د(�  :��24 � )nu �/*ا���  

 ���      : @��	( )
1

0

8 1

2

3

n
n

n

u
u

u

u

+

−
= +

 =

n∀ ∈ℕ  

)��� أن ا��		����  .1 )nu �2.-#رة �����د 

)��� أن ا��		����  .2 )nu �4"+#رة �����د 

 ��ذا ��	;	N ؟ .3
)أدرس ر���� ا��		����   .4 )nu     

2("D@ ان ,+�� أن:      � )01$/� :ا� nu≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,  
,0n	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل � =  

 �;)��0 3 2u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

2nuب),D	*ض أن:  ≥    

1,+�� أن: � 2nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  ) ( ) ( )
1

8 1 8 1 2 2 6 12
2 2

2 2 2
n n n n

n
n n n

u u u u
u

u u u+

− − − + −− = − = =
+ + +

  

( )
1

6 2
2

2
n

n
n

u
u

u+

−
− =

+
  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��2nu و  ≥   

2اذن :  0nu − 2و    ≤ 0nu + و �;=  <
1 2 0nu + − ≥  

2nuو���	��@:  ≥n∀ ∈ℕ  
4nu("D@ ان ,+�� أن:     )2 ≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,  
0nة �0�0Q ���;�+� ل ,	RA0 أن ا��+�ر� =  

 �;)��0 3 4u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≥ =  
D,4nu	*ض أن: � ≤    

1,+�� أن: � 4nu +   ؟؟؟؟؟≥

),0�3 ا�D*ق :  ) ( ) ( )
1

8 1 4 2 8 1 4 16
4 4

2 2 2
n n n n

n
n n n

u u u u
u

u u u+

− + − − − +− = − = =
+ + +

  

( ) ( )
1

4 4 4 4
4

2 2
n n

n
n n

u u
u

u u+

− −
− = =

+ +
  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��4nu و  ≤   

4اذن :  0nu− 2و    ≤ 0nu + و �;=  <
14 0nu +− ≥  

4nuو���	��@:  ≤  n∀ ∈ℕ  
)ا��		���� ا���د(� ) 2 )nu  رة و�.-#رة#+"� �S,2  �0ودة�  

 3( ( ) ( ) ( ) 2

1

8 1 8 1 2 6 8

2 2 2
n n n n n n

n n n
n n n

u u u u u u
u u u

u u u+

− − − + − + −− = − = =
+ + +

  

  
��,2 6 8n nu u− +   ∆,0�3 ا����&    −

36 32 4 0∆= − =  ھ;�ك '?ر(� :  <
1

6 2
2

2
x

− += =
−

و  
2

6 2
4

2
x

− −= =
−

  

: 
) و�;= ا�	��� )( )2 6 8 2 4n n n nu u u u− + − =− − −  

)و�;=   :  )( )
1

2 4

2
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − −
− =

+
  

 : �;)��2nu 0nuاذن :   ≤ 2و    ≤ 0nu − ≥  

4nu �� �� : و 4اذن :   ≥ 0nu − ≤    

)و�;=:  )( )
1

2 4
0

2
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − −
− = ≥

+
)و���	��@   )nu  �)�)ا&�  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��25 � )nu  �/*ا���  

 : @��	���1

0

4 2

1

1

n
n

n

u
u

u

u

+
− = +

 =

n∀ ∈ℕ  
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)ا��		���� ��� أن  .1 )nu �1.-#رة �����د 

)��� أن ا��		����  .2 )nu �2"+#رة �����د 

 ��ذا ��	;	N ؟ .3
)أدرس ر���� ا��		����   .4 )nu    

1("D@ ان ,+�� أن:      � )1ا2'#�� : nu≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,  
,0n	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل � =  

 �;)��0 1 1u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

1nuب),D	*ض أن:  ≥    

1,+�� أن: � 1nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  )
1

4 2 14 2 3 3
1 1

1 1 1
n nn n

n
n n n

u uu u
u

u u u+

− − +− −− = − = =
+ + +

  

( )
1

3 1
1

1
n

n
n

u
u

u+

−
− =

+
  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��1nu و  ≥   

1اذن :  0nu − 1و    ≤ 0nu + و �;=  <
1 1 0nu + − ≥  

��1nu@: و���	 ≥n∀ ∈ℕ  
2nu("D@ ان ,+�� أن:     )2 ≤  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟  

P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,  
,0n	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل � =  

 �;)��0 1 2u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≥ =  
D,2nu	*ض أن: � ≤    

1,+�� أن: � 2nu +   ؟؟؟؟؟≥

),0�3 ا�D*ق :  ) ( )
1

2 1 4 24 2 2 4
2 2

1 1 1
n nn n

n
n n n

u uu u
u

u u u+

+ − −− − +− = − = =
+ + +

  

( )
1

2 2
2

1
n

n
n

u
u

u+

−
− =

+
  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��2nu و  ≤   

2اذن :  0nu− 1و    ≤ 0nu + و �;=  <
12 0nu +− ≥  

2nuو���	��@:  ≤  n∀ ∈ℕ  
)ا��		���� ا���د(� ) 3 )nu   رة#+"� �S,2  و�.-#رة��0ودة  

 4( ( ) 2

1

4 2 14 2 3 2

1 1 2
n n nn n n

n n n
n n n

u u uu u u
u u u

u u u+

− − +− − + −− = − = =
+ + +

  

  
��,2 3 2n nu u− +   ∆,0�3 ا����&    −

9 8 1 0∆= − =  ھ;�ك '?ر(� :  <
1

3 1
1

2
x

− += =
−

و  
2

3 1
2

2
x

− −= =
−

  

: 
) و�;= ا�	��� ) ( )2 3 2 1 2n n n nu u u u− + − =− − −  

)و�;=   :  )( )
1

1 2

1
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − −
− =

+
  

 : �;)��1nu 0nuاذن :   ≤ 1و    ≤ 0nu − ≥  

2nu �� �� : و 2اذن :   ≥ 0nu − ≤    

)و�;=:  )( )
1

1 2
0

1
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − −
− = ≥

+
)	��@ و���  )nu  �)�)ا&�  

IV.��/�<,ت ا�����

 :ا��
),�	+* ا��		���� ا���د(�  �'�ط: ) 0n n

u
≥

ا���*/� ���.�-� ا�.*(�0 ا�	���� :  

2 1nu n= −   n∀ ∈ℕ  

��ھ� ا2ول  .1 3��  0uأ

2.  ����		�
)أ��3 ا��0ود ا2ر��� ا2و�4 � ) 1n n
u

≥
 

3.  3��أ
1n nu u+ −      n∀ ∈ℕ 

0 :ا�6#اب  2 0 1 0 1 1u = × − = − = −  

 1 2 1 1 2 1 1u = × − = − =  
2 2 2 1 4 1 3u = × − = − =  
3 2 3 1 6 1 5u = × − = − =  

�  2ا���د  #� أن أن /*ق ��(� �		���� ھ,�
( ) ( ) ( ) ( )1 2( 1) 1 2 1 2 2 1 2 1n nu u n n n n+ − = + − − − = + − − −  

)اذن: ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1n n n n n n= + − − − = + − − = + − + 
1 2n nu u r+ − = =  
)و�;= ا��		���� ) 0n n

u
≥ : �SO�Oأ ������2r ھ@  =  

1. : 1 �"2  
),A#ل إن  )n n I

u
∈

 �		� @A�A�������  إذا و'� ��د  ���r      : G�0�

1n nu u r+ = +   0n n∀ ≥  

 @A�A0ا���د ا�r  ����		س ا���O4 أ��)( )
0

n n n
u

≥
  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��26 � )nu  : @��	��� �/*ا���

3

4n

n
u

+=   n∀ ∈ℕ               

)��� أن ا��		����  )nuھ� ا2ول�������� و��د أ�SO�O و  

1  : ا��$اب 

( 1) 3 3 1

4 4 4n n

n n
u u r+

+ + +− = − = =  

)و�;= ا��		����  )n n I
u

∈ �SO�Oأ ������ھ@ 
1

4
r=  

و��ھ� ا2ول : 
0

3

4
u =  

2.  ��@�/ ����

 :  n<�-� ا�,� ا�"�م ��8
 I,�� إذا( )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�r  ھ� ا2ول��   0uو

�0nuن : / u nr= +  

   : ���
� I,�� إذا( )
0

n n n
u

≥
  �SO�Oأ  ������ ����		�r   

)/�ن :  )n pu u n p r= + −   
"�0n n≥  0وp n≥  

� ��27: �"	�( )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�
1

2
r 6و    = 31u =             

13���� 2015u أ����n 3(: 3���  nuأ�	0u   2(  3  )أ 2016u 

)��(;�  )1أ$0/� : )nu  : اذن ������
0nu u nr= +  

و�;=  : 
6 0

1
6

2
u u= + × ��"  

031 3u= + ��"  
028 u=  

2( 
0nu u nr= +   @;�)28

2n

n
u = +    

3( 
2015

2015 2071
28

2 2
u = + = 

و
2016

2016
28 28 1008 1036

2
u = + = + =   

� ��28: �"	�( )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�r    G�0� 0و 5u =     

و       
100 45u = −          

��د  )1r  2( : 3��  2016uو   2015uأ

)��(;�  )1أ$0/� : )nu  : اذن ������
0nu u nr= +  

و�;=  : 
100 0 100u u r= + ��"  45 5 100r− = + ��"  50 100r− = ��"  

1

2
r = −  
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  2( ( )nu  : اذن ������
0nu u nr= +  @;�)
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1
5 2015

2
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 = + × − 
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2
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2 2
u

− −= = 

و�;=
2016

2005 1 2006
1003

2 2 2
u
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),�	+* ا��		���� ا���د(� :��29 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

1

2

2

n
n

u
u

u

+
− = +

 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(�  )nv  : @��	��� �/*1ا���

1n
n

v
u

=
+

 

n∀ ∈ℕ     
1.  3��    1vو    0vو    2uو     1uأ

2.    3��1nأ nv v+ )و اO	;	N ط+��� ا��		����  − )nv  

��� ���   :3	P'* أن   .3 2

3 1n

n
u

n

− +=
+

n∀ ∈ℕ  

  ��n���   nvأ�	3  .4

5.   N	;	Oا���	ى �"*Wأ �A)*طnu  �����n 

1 أ$0/� :

1

2n
n

u
u+

−=
+

  

    0بn ,�#ض )1

0 1
0

1 1 1

2 2 2 4
u

u+
− − −= = =
+ 1 اذن : +

1

4
u = −  

  /;�6 :  1ب   n,�#ض 

 
1 1

1

1 1 1 4
1 72 72
4 4

u
u+

− − − −= = = =
+ −

2 اذن : 

4

7
u = −  

/@    0ب   n,�#ض  
1

1n
n

v
u

=
+  : �6;/ 

0
0

1 1 1

1 2 1 3
v

u
= = =

+ +  

 /;�6 :  1ب   n,�#ض 
1

1

1 1 3
11 41
3

v
u

= = =
+ +

   

2( 1
1

1 1

1 1n n
n n

v v
u u+

+

− = −
+ +

   

,�#ض 
1nu 1ب +

2 nu

−
+

  

 :�6;/

1

21 1 1 1 1
1 11 1 1 11

2 2

n
n n

nn n n n

n n

u
v v

uu u u u
u u

+
+− = − = − = −− ++ + + ++

+ +

  

1

2 1 1
1

1 1
n n

n n
n n

u u
v v

u u+
+ − +− = = =

+ +
   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1r و��ھ� ا2ول :   =
0

1

3
v =  

0)أ) ��(;� : 3 2u 3و    = 0 2 2
2

2 0 1 1

− × + = =
× +

  

0nاذن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

3 ب),D	*ض أن : 2

3 1n

n
u

n

− +=
+

  

,+�� أن :   ) ج
( )
( )1

3 1 2

3 1 1n

n
u

n+

− + +
=

+ +
أي ,+�� أن :  

1

3 1

3 4n

n
u

n+
+= −
+

  ؟؟؟

 : �;)��1

1

2n
n

u
u+

−=
+

  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��و

3 2

3 1n

n
u

n

− +=
+

  

اذن : 
1

1 1 1 3 1
3 2 3 42 3 42
3 1 3 1

n
n

n
u

n nu n
n n

+
− − − += = = = −− + ++ ++

+ +

  

و�;= : 
3 2

3 1n

n
u

n

− +=
+

n∀ ∈ℕ  

))��� أن : 4 )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1r و��ھ� ا2ول :   =

0

1

3
v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   +

3nv n= +  

1),�
� أن : 5

1n
n

v
u

=
+

 @;�)1
1n

n

u
v

+ = @;�)1
1n

n

u
v

= −   

1و,�
� أن :  

3nv n=   اذن :  +

1 1 3 3 3 1 3 2
1 1 1

1 3 1 3 1 3 1 3 1
3 3

n

n n
u

n n n nn

− − − −= − = − = − = =+ + + ++

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��210 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

1

3

0

n
n

n

u
u

u

u

+
− = +

 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(� )nv : @��	��� �/*1ا���

1n
n

v
u

=
+

  

n∀ ∈ℕ  
1.  3��1nأ nv v+ )و اO	;	N ط+��� ا��		����  − )nv  

�� ا��n O���   nvأ�	3  .2  N	;	nu  �����n 

1 )1أ$0/� :
1

1 1

1 1n n
n n

v v
u u+

+

− = −
+ +

,�#ض  
1nu 1ب +

3
n

n

u

u

−
+

  

 :�6;/

1

31 1 1 1 2
1 2 21 1 2 2 2 21

3 3

n
n n

n nn n n n

n n

u
v v

u uu u u u
u u

+
+− = − = − = −− ++ + + ++

+ +

  

( )1

3 2 1 1 1

2 2 2 2 2 1 2
n n n

n n
n n n

u u u
v v r

u u u+
+ − + +− = = = = =

+ + +
   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1

2
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

)��� أن :) 2 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1

2
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   +
2n

n
v = +  

1,�
� أن : 

1n
n

v
u

=
+

 @;�)1
1n

n

u
v

+ = @;�)1
1n

n

u
v

= −   

1,�
� أن :  و
2n

n
v =   اذن :  +



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 5ص 

 
 

  1 1 2 2 2
1 1 1

2 2 2 21
2 2

n

n n
u

n n n n n

− − −= − = − = − = =+ + + ++

  

3. :  ��/�<% ����

�� �"/�

 ���$ع %�ود �
 �"	�( )n n I

u
∈

   ������ ����		�     

PZ,  1 2n p p p nS u u u u+ += + + + ⋅⋅⋅ +  G��  
0n p n≥≻  

  �;)��( )1
2

n p
n

u u
S n p

+ 
= − +  

 

   

1ا���6#ع 2n p p p nS u u u u+ += + + + ⋅⋅⋅ +  

4
) (0	#ي � )1n p− + �� 

 ��%(�:    
�  I,�� إذا( )nu  ������ ����		�: 

)/�ن      ) 01
2

nu u
n

+ +  
 

 =0 1 2n nS u u u u= + + + ⋅⋅⋅+  

�  I,�� إذا( )nu  ������ ����		� 

1/�ن : 

2
nu u

n
+ 

 
 

 =1 2 3n nS u u u u= + + + ⋅⋅⋅+ 

)0����� �	"� ا��		���� ا� :��211 ��	�ل أو  ) 1n n
u

≥
ا�?ي   

�SO�O3أr 0و��ھ� ا2ول    = 5u =  

  أو'� ا��0 ا�	�PO و ��n���  nuأ�	3   )1

أ��3 ا���6#ع ا�	��@ :   )  2
0 1 2 13S u u u u= + + +⋅⋅⋅+  

)و��� أن )1 أ$0/� : )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�3r و��ھ�  =

0ا2ول  5u =   

)/�ن :  )0 0nu u n r= + )أي: − )5 3 0nu n= + أي:  −

3 5nu n= +   

8 و�;= : 3 8 5 29u = × + =  

2( ( ) 0 13
0 1 13 13 0 1

2

u u
S u u u

+= + + ⋅⋅⋅ + = − +  

( )0 13
13

14
14 5

2 2

u u
S u

+= = و�;= ,0�3: +

13 3 13 5 44u = × + = 
  

)و���	��@:  )7 5 44 7 49 343S = + = × =  

� ��212: 

1.  �"	�( )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�1

2
r  و ��ھ� ا2ول    =

0 1u =     

أ��3 ا���6#ع ا�	��@ :   
1 3 4 5 30S u u u u= + + + ⋅⋅⋅ + 

2.  �"	�( )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�2r = و ��ھ� ا2ول     −

0 4u =     

أ��3 ا���6#ع ا�	��@ :   
2 7 8 9 25S u u u u= + + + ⋅⋅⋅ +    

) )1ا�6#اب : ) 3 30
1 3 4 5 30 30 3 1

2

u u
S u u u u

+= + + +⋅⋅⋅+ = − +  

 ( ) 3 30
1 28

2

u u
S

+=  

)و��� أن  )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�1

2
r و��ھ� ا2ول  =

0 1u )/�ن :  = )0 0nu u n r= + − 

)أي:  ) 1
1 0

2nu n= + 1أي:  −
2n

n
u = +  

و�;= ,0�3:   
3

3 5
1

2 2
u = + و:  =

30

30 32
1 16

2 2
u = + = = 

  

)و���	��@:  ) 3 30
1

5 37
28 14 16 14 7 37 259

2 2 2

u u
S

+    = = + = = × =   
   

  

2( ( ) ( )7 25 7 25
2 7 8 9 25 25 7 1 19

2 2

u u u u
S u u u u

+ += + + +⋅⋅⋅+ = − + =  

)و��� أن  )nu  �SO�Oأ  ������ ����		�2r = و��ھ� ا2ول  −

0 4u )/�ن :  = )0 0nu u n r= + − 
)أي:  )( )4 0 2nu n= + − 4أي:  − 2nu n= −  

 :3�0,7 4 2 7 4 14 10u = − × = − = −   

25و 4 2 25 4 50 46u = − × = − = − 
  

)و���	��@:  ) ( ) ( )7 25
2

10 46 56
19 19 19 19 28 532

2 2 2

u u
S

+ − +− −= = = = ×− =−  
V. ت ا����

 :�����4�ا��


 �		���� �� ا��		����ت :�1'�ط� 
�
�� أ��� ��ر��� أ��اد ����� �	� ���
  ا�	���� :

1. 1  ,3  ,9  ,27   ,81  ,243  ............. ,  

2. 1  ,1

2
−  ,1

4
  ,1

8
−  ,1

16
  ,1

32
− ............. ,  

),�	+* ا��		���� ا���د(�  :�2'�ط ) 0n n
u

≥
ا���*/� ���.�-� ا�.*(�0  

2ا�	���� :  3n
nu = ×   n∀ ∈ℕ  

1.  3��)ا��0ود ا2ر��� ا2و�4 �
�		���� أ ) 0n n
u

≥
 

2.  3��1nأ

n

u

u
+      n∀ ∈ℕ 

  )1ا�6#اب :

 
0

0 2 3 2 1 2u = × = × 1و =
1 2 3 6u = × 2و  =

2 2 3 18u = × و  =
3

3 2 3 54u = × =         

2(
 

1 1 1
11 2 3 3 3 3

3 3
2 3 3 3

n n n
n

n n n
n

u
q

u

+ +
+ × ×= = = = = =

×
  

),A#ل أن ا��		���� ) 0n n
u

≥
 �SO�Oأ  ��O�;3ھ q= ھ� ا2ول��و

0 2u = 

1. :1 �"2  
),A#ل إن  )n n I

u
∈

  @A�A�    �q		���� ھ;���O  إذا و'� ��د 

    : G�0�
1n nu qu+ =   

0n n∀ ≥  

 @A�A0ا���د ا�q  ����		س ا���O4 أ��)( ) 0n n
u

≥
  

),�	+*ا��		���� ا���د(�:��213 � ) 0n n
u

≥
 :G�0�2 15 3 n

nu += ×   

n∀ ∈ℕ  

)��� أن ) 0n n
u

≥
 �SO�Oد أ��  و ��ھ� ا2ول �q		���� ھ;���O و 

) : ا�6#اب ) ( )
2 3 2 3

2 3 2 1 21
2 1 2 1

5 3 3
3 3 9

5 3 3

n n
n nn

n n
n

u
q

u

+ +
+ − ++

+ +

×= = = = = =
×

  

)اذن: ا��		���� ) 0n n
u

≥ 
 �SO�Oأ  ��O�;9ھ q= ھ� ا2ول��و

0 15u = 

2. 

 :  ���n� /�@�� <�-� ا�,� ا�"�م ��8
 I,�� إذا( )nu  �SO�Oأ  ��O�;ھ ����		�q  ھ� ا2ول��[�* �;��م و

0nu  ن�/

 :0

0

n n
n nu u q −=  

     : ���
� I,�� إذا( )
0

n n n
u

≥
 Oأ  ��O�;ھ ����		� �SO�q  م /�ن��;� *�]

 :n m
n mu u q −=   
"�0n n≥  و

0m n≥  



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 6ص 

 
 

  � ��214: �"	�( )nu  : G�0� ��O�;ھ ����		�
5

243

2
u و      =

2

9

2
u =    

��د   q  ����		س ا���Oأ( )nu    3	�و أnu  �����n  

)��(;�  ا��$اب : )nu  : اذن ��O�;ھ ����		�n m
n mu u q −=  

5 اذن:: و�;=  2
5 2u u q −=   @;�): 

3243 9

2 2
q=   

  @;�)3 243

9
q =  @;�): 

3 27q =  @;�): 3q =  

: �Z)2 ��(;� أ
2

n
nu u q −=  @;�): 

2 2 2 2
29 3 3 3 3

3
2 2 2 2

n n n
n

nu
− − +

− ×= = = =  

� ��215:+	�, ��O�;Sا� ����		ا�� *( )nu  ھ� ا2ول�� G�0�

0 81u =  : �SO�O1وأ

3
q =  

 3u و  2uو    1uأ����n      2( 3���   nuأ�	3 )1

3(@��+Mد ا���د ا�.�0^ ا���n  G�0�1nu =  


� أن   )1ا2'#��: �,( ) 0n n
u

≥
  ��O�;ھ ����		�  

 �SO�O1أ

3
q و��ھ� ا2ول =

0 81u =   

0 اذن:
0

n
nu u q −=  :و�;= 

1
81

3

n

nu
 = × 
 

  

2(
1

1

1 81
81 27

3 3
u

 = × = = 
 

و  
2

2

1 81
81 9

3 9
u

 = × = = 
 

   

و 
3

3

1 81
81 3

3 27
u  = × = = 

 
  

3(1nu =  @;�)1
81 1

3

n
 × = 
 

  @;�)1
81 1

3n
× =  @;�)81

1
3n

= 

 @;�)81 3n=  @;�)4n = 
� ��216: ��O�;Sا� ����		ا�� *+	�,( )nu  ھ� ا2ول�� G�0�

0 5u =   

و 
3 40u =  

)�RA0 أن أ�Oس ا��		����  .1 )nu  #2ھq = 

 4uو أ����n   3���   nuأ�	3  .2

3. @��+Mد ا���د ا�.�0^ ا���n  G�0�160nu =  

)� أن  ,�
 )1ا2'#�� :   ) 0n n
u

≥
  �		���� ھ;���O  اذن : 

3 اذن: 0
3 0u u q −=   @;�): 

340 5q=  @;�): 
3 40

5
q =  @;�): 

3 8q =  @;�): 2q =  

2 (( )5 2
n

nu = ×  

1

1

1 81
81 27

3 3
u

 = × = = 
 

و
2

2

1 81
81 9

3 9
u  = × = = 

 
و 

( )4

4 5 2 5 16 80u = × = × = 

3(
1

1

1 81
81 27

3 3
u  = × = = 

 
و 

2

2

1 81
81 9

3 9
u  = × = = 

 
   

5و  42 2 80 160u u= × = × 5nو�;= :   = = 


���� ھ�����  : .3
�� �"/�

 ���$ع %�ود �
 �"	�( )n n I

u
∈

  �SO�Oأ  ��O�;ھ ����		�q PZ, م��;� *�]  

0 1 2n nS u u u u= + + + ⋅⋅⋅ +  

1qإذا ��ن   /�ن : ≠
1

0

1

1

n

n

q
S u

q

+ −=  − 

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��217 � أو �	�ل ) 0n n
u

≥
ا���*/�  

�-� ا�	���� : ���.
1 3n nu U+ = 0 و   × 2u =     n∀ ∈ℕ  

)�RA0 أن  .1 ) 0n n
u

≥
 ��O�;ھ  

2.  �� *+�
nU  �����n 

1أ��3 ا���6#ع :  .3 2 3 5nS u u u u= + + + ⋅⋅⋅ + 

 )1ا�6#اب :
1 3

3n n

n n

u u
q

u u
+ ×= = =  

اذن: ا��		���� 
 

 �SO�Oأ  ��O�;3ھ q= ھ� ا2ول��0و 3u =  
2(

 
( ) 0n n
u

≥
 �SO�Oأ  ��O�;3ھ q= ھ� ا2ول��0و 3u =   

  اذن:
0

0
n

nu u q ) أي:   =− ) ( ) ( ) 113 3 3 3 3
n n n

nu
+= × = × =  

3( 
5 1 1 5

1 2 3 5 1 1

1 1

1 1n

q q
S u u u u u u

q q

− +− −= + + +⋅⋅⋅+ = × = ×
− −  

 
1 1 2

1 3 3 9u += = =  
5 51 3 1 3 1 243 242

9 9 9 9 1029
1 3 2 2 2nS
− − − −= × = × = × = × =
− − − −

 

� ��218:  �"	�( )nu    : G�0� ��O�;ھ ����		�
5 486u =  

7و    4374u =   �SO�O0و أq ≻  

��د أ�Oس ا��		���� 1(( )nu     2 ( 3��    10uو     0uأ

:  ا����$ع ا�
���) أ����n4 3���  nuأ�	3  )3

0 5 2009S u u u= + +⋅⋅⋅+     

))1 أ$0/� : )nu ��O�;ھ ����		اذن: �  

 7 5
7 5u u q −=   @;�): 2 4374

9
486

q = =  

 @;�): 3q 3qأو = = 0q و��3 ا�����Mت :  − ≻  

3q اذن: =  

2 (( )nu ��O�;ھ ����		5 اذن: � 0
5 0u u q −= @;�)5

0486 3u= 

@;�)
0 5

486 486
2

3 243
u = = =

 10 7
10 7u u q −=@;�)3

10 7u u q= @;�)
3

10 4374 3 4374 27 118098u = × = × =  

3( 0
0

n
nu u q −=  @;�)2 3n

nu = ×  

4( 
20095 0 1 2010

0 1 1 2009 0 0

1 1

1 1n

q q
S u u u u u u

q q

− +− −= + + +⋅⋅⋅+ = × = ×
− −  

 ( )
2010

2010 20101 3
2 1 3 3 1

1 3nS
−= × = − − = −

−
 

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��219 � )nu  �/*ا���  

 : @��	���1

0

2
1

3
10

n nu u

u

+
 = +

 =

n ∗∀ ∈ℕ  

)		���� ا���د(� و,�	+*ا�� )nv : @��	��� �/*3ا���n nv u= − 

n∀ ∈ℕ  
1.  3��   1vو    0vو  2uو    1uأ

3nu   ��� أن :  .2 ≥     n∀ ∈ℕ 

)أدرس ر���� ا��		����   .3 )nu     



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 7ص 

 
 

  4.    3��1nأ

n

v

v
)و اO	;	N ط+��� ا��		����  + )nv 

  ��n���   nvأ�	3  .5

6.   N	;	Oاnu  �����n  

7.  ����� 3��0ا���6#ع :   nأ 1 2 nS v v v v= + + + ⋅⋅⋅ + 
    0بn,�#ض  )1ا�6#اب:

:�6;/ 0 1 0

2 2 20 20 3 23
1 10 1 1

3 3 3 3 3 3
u u+ = × + = × + = + = + 1 اذن : =

23

3
u =  

    1ب   n,�#ض 

: �6;/ 
1 1 1

2 2 23 46 46 9 55
1 1 1

3 3 3 9 9 9 9
u u+ = × = × + = + = + = 2 اذن : 

55

9
u =  

0 /;�6 :  0ب   n,�#ض  0 3 10 3 7v u= − = − =  

1 /;�6 :  1ب   n,�#ض  1

23 23 9 14
3 3

3 3 3 3
v u= − = − = − =   

2P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,(  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��0 10 3u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

3nuب),D	*ض أن:  ≥  

1ج),+�� أن:  3nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  )1

2 2 2
3 1 3 2 3

3 3 3n n n nu u u u+ − = + − = − = −  

  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��3nu و  ≥   

3اذن :  0nu − ≥   =;�
1 3 0nu + − 3nuو���	��@:  ≤ ≥n∀ ∈ℕ  

))درا�O ر���� ا��		���� 3 )nu  

 : 3�0,
1n nu u+   و,�رس ا`_�رة : −

( )1

2 1 1
1 1 3

3 3 3n n n n n nu u u u u u+ − = + − = − + = − −  

3,�
� أن: nu ≥n∀ ∈ℕ  الa�3 ا���)اذن  :  2
1 0n nu u+ − ≤     

)و�;= ا��		����  )nu ��.9�;� 

4( 

( )
1 1

2 2 2 6 2
1 3 2 33 23 3 3 2 3

3 3 2 2 2 3

n n n n
n n

n n n n n n

u u u uv u
q

v u u u u u
+ +

+ − − − −−= = = = = = =
− − − − −

)اذن: ا��		����  )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;3ھ

2
q= ھ� ا2ول��و

0 7v =  

5(  ���	�nv  �����n  

)��� أن ا��		����  )nv
 

 �SO�Oأ  ��O�;2ھ

3
q=2ھ� ا��ول و

0 7v = 

 /�ن:
2

7
3

n

nv
 = × 
 

    

 ��n���  nu  ) اO	;	�ج6  

:�;)�� 3n nv u= 3n اذن:   − nv u+  أي: =
2

7 3
3

n

nu
 = + 
 

  

7( 
0 1 1

0 0

1 1

1 1

n n

n

q q
S v v

q q

− + +− −= × = ×
− −

  

1

1
2

1
23

7 21 1
2 31
3

n

n

nS

+

+
 −     = × = × −     −

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��220 � )nu    : @��	��� �/*ا���

1

0

6

1

3

n
n

u
u

u

+
 = +
 =

n∀ ∈ℕ ����		+* ا��	و,�  

)ا���د(�   )nv  : @��	��� �/*2ا���

3
n

n
n

u
v

u

−=
+

   n∀ ∈ℕ  

1.  3��        1v و  0vو    1uأ

)��� أن .2 )nv �SO�Oد أ��  و ��ھ� ا2ول �q		���� ھ;���O و 

  ��n���  nuو اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .3

4. ���� 3��ا���6#ع: n �أ
0 1 2 nS v v v v= + + + ⋅⋅⋅ + 

1 /;�6:  0بn,�#ض  )1ا�6#اب:
0

6 6 6 3

1 1 3 4 2
u

u
= = = =

+  اذن : +

1

3

2
u =  

0
0

0

2 3 2 1

3 3 3 6

u
v

u

− −= = =
+ +

و     
1

1
1

1 11
22 116 6

1 193 193
6 6

u
v

u

−−−= = = = −
+ +

  

2( 
( )

( )

( )

( )
1

1
1

6 2 1 2 26 2 2 4 26
2

2 1 1 1 1 1
6 6 3 3 9 36 3 1 3 33 3

1 1 11 1

n nn n

n n n n n n
n

n nn nn

n n nn n

u uu u

u u u u u u
v

u uu uu
u u uu u

+
+

+

− + − −− − −−
− + + + + += = = = = =+ + ++ + ++ +

+ + ++ +
  

( )
( )

1
1

1

2 22 22 2

3 3 3 3 3 3
nn n

n n
n n n

uu u
v v

u u u
+

+
+

− −− −−  = = = × = − × + + +  

  

)اذن: ا��		����  )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;2ھ

3
q− ول و��ھ� ا2 =

0

1

6
v =  

)) ��� أن ا��		���� 3 )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;2ھ

3
q− و��ھ� ا2ول =

0

1

6
v = 

 /�ن:
1 2

6 3

n

nv  = × − 
 

  :��n���  nu  اO	;	�ج          

:�;)�� ( ) 2
3 2 3 2

3
n

n n n n n n n n
n

u
v u v u v u u v

u

−+ − = − ⇔ + = − ⇔ =
+

  

( )1 2 3n n nu v v− = − − ⇔2 3 2 3

1 1
n n

n n
n n

v v
u u

v v

+ − −= ⇔ = ⇔
− −

  

1و,�
� أن :  2

6 3

n

nv
 = × − 
 

اذن : 
1 2

2 3
6 3

1 2
1

6 3

n

n n
u

 + × × − 
 =

 − × − 
 

  

1 2
2

2 3

1 2
1

6 3

n

n nu

 + × − 
 =
 − × − 
 

  

4( 
0 1 1

0 0

1 1

1 1

n n

n

q q
S v v

q q

− + +− −= × = ×
− −

  

1

1 1
2

1
1 1 3 2 1 23

1 1
26 6 5 3 10 31
3

n

n n

nS

+

+ +
 − −         = × = × − − = − −               +

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��221 � )nu : @��	��� �/*ا���  

   1

1

1

1

n
n

n

u
u

u

u

+
 = +
 =

n ∗∀ ∈ℕ ����		+* ا��	و,�   



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 8ص 

 
 

)ا���د(�     )nv  : @��	��� �/*1ا���
n

n

v
u

= n ∗∀ ∈ℕ  

1.  3��        1vو    2uأ

)��� أن .2 )nv ھ� ا2ول�������� و ��د أ�SO�O و  ����		�  

 ��n���  nuو اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .3

1 )1أ'#�� : 
2

1

1 1

1 1 1 2

u
u

u
= = =

+ +
و

1
1

1 1
1

1
v

u
= = =  

2( 1
1

1 1 11 1 1
1n n

n n
n n n n n

u u
v v r

u u u u u+
+

+ + −− = − = − = = =   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1r و��ھ� ا2ول :   =
1 1v =  

)��� أن :) 3 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1r و��ھ� ا2ول :   =

1 1v =  

)/�ن :  )1 1nv v n r= + )أي :   − )1 1nv n= + −  @;�)nv n=  

1,�
� أن : و
n

n

v
u

= @;�)1
n

n

u
v

و,�
� أن :   =
nv n=  : 1اذن

nu
n

=  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��222 � )nu : @��	��� �/*ا���  

   1

0

1 2

1

n
n

n

u
u

u

u

+
 = +
 =

n∀ ∈ℕ ����		+* ا��	و,�  

)ا���د(�   )nv  : @��	��� �/*1ا���
n

n

v
u

= n ∗∀ ∈ℕ  

1.  3��        0vو    1uأ

)��� أن .2 )nv و ��������د أ�SO�O و ��ھ� ا2ول �		����   

 ��n���  nuو اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .3

0 )1أ'#�� : 
1

0

1 1

1 2 1 2 3

u
u

u
= = =

+ +
و

0
0

1 1
1

1
v

u
= = =  

2( 1
1

1 2 1 2 11 1 1
2n n

n n
n n n n n

u u
v v r

u u u u u+
+

+ + −− = − = − = = =   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 2r و��ھ� ا2ول :   =
0 1v =  

)��� أن :) 3 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 2r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   + 2nv n= +   

1و,�
� أن:
n

n

v
u

= @;�)1
n

n

u
v

1و,�
� أن :  = 2nv n= اذن :  +

1

1 2nu
n

=
+

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��223 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

5 4

1

3

n
n

n

u
u

u

u

+
− = +

 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(�  )nv  : @��	��� �/*1ا���

2n

n

v
u

=
−

   

n∀ ∈ℕ  
1.  3��    0vو    1uأ

2nu   ��� أن : .2 ≥n∀ ∈ℕ  
3.  3��أ

1n nv v+ )و اO	;	N ط+��� ا��		����  − )nv  

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .4nu  �����n 

)أدرس ر���� ا��		����  .5 )nu 

أ��3 ا���6#ع ا�	��@ :    .6
2 1 2 3 11S v v v v= + + + ⋅⋅⋅+    

0 )1 أ'#�� :
1

0

5 4 15 4 11

1 3 1 4

u
u

u

− −= = =
+ +

و    
0

0

1 1
1

2 3 2
v

u
= = =

− −
  

2	�,(P'*	��� �,ھ�*� 
��  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��0 3 2u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

2nuب),D	*ض أن:  ≥    

1ج),+�� أن:  2nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  )
1

5 4 2 15 4 3 6
2 2

1 1 1
n nn n

n
n n n

u uu u
u

u u u+

− − +− −− = − = =
+ + +

  

( )
1

3 2
2

1
n

n
n

u
u

u+

−
− =

+
  : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��2nu و  ≥   

2اذن :  0nu − 1و    ≤ 0nu + و �;=  <
1 2 0nu + − ≥  

���2nu	��@: و ≥n∀ ∈ℕ  

3( 1
1

1 1

2 2n n
n n

v v
u u+

+

− = −
− −

,�#ض  
1nu 5ب + 4

1
n

n

u

u

−
+

  

:�6;/ 
( )1

1 1 1 1
5 4 5 4 2 12 22

1 1

n n
n n nn n

n n

v v
u u uu u
u u

+ − = − = −− − − +− −−
+ +

  

 
( ) ( ) ( )1

1 1 11 1 3

3 6 2 3 2 2 3 2 3 2
n n n

n n
n n n n n n

u u u
v v

u u u u u u+
+ + +− = − = − = −
− − − − − −

   

( ) ( )1

1 3 2 1

3 2 3 2 3
n n

n n
n n

u u
v v r

u u+
+ − −− = = = =

− −
  

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1

3
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

)��� أن :) 4 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1

3
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   +
3n

n
v = +  

1,�
� أن : 

2n

n

v
u

=
−

 @;�)1
2n

n

u
v

− = @;�)1
2n

n

u
v

= +   

1و,�
� أن :  
3n

n
v =   اذن :  +

1 1 3 3 2 6 9 2
2 2 2

3 3 3 31
3 3

n

n n
u

n n n n n

+ + += + = + = + = =+ + + ++

  

)درا�O ر���� ا��		���� ) 5 )nu  

 : 3�0,
1n nu u+   و,�رس ا`_�رة : −

( ) 2

1

5 4 15 4 4 4

1 1 1
n n nn n n

n n n
n n n

u u uu u u
u u u

u u u+

− − +− − + −− = − = =
+ + +

  

( )22

1

24 4
0

1 1
nn n

n n
n n

uu u
u u

u u+

−− +− = − = − ≤
+ +

)2ن :   )2
2 0nu− − ≤  

1و   0nu + )و�;= ا��		����     )2��3 ا��aال   < )nu ��.9�;� 

6(( )1 11
1 2 3 11 11

2

v v
S v v v v

+
= + + + ⋅ ⋅ ⋅ + = ×  

 : �;)��1
3n

n
v = اذن :  +

1

1 4
1

3 3
v = + و  =

2

11 14
1

3 3
v = + =  

4 14
18 1 1983 3

11 11 33
2 3 2 3 2

S

 + 
 = × = × × = =

×
  



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 9ص 

 
 

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��224 �   )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

5 1

3

2

n
n

n

u
u

u

u

+
− = +

 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(� )nv : @��	��� �/*1ا���

1n
n

v
u

=
−

   n∀ ∈ℕ  

1.  3��    0vو    1uأ

���1nu أن :    .2 ≥n∀ ∈ℕ  

3.    3��1nأ nv v+ )و اO	;	N ط+��� ا��		����  − )nv  

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .4nu  �����n 

0 )1أ'#�� :
1

0

5 1 10 1 9

3 2 3 5

u
u

u

− −= = =
+ +

و 
0

0

1 1
1

1 2 1
v

u
= = =

− −
    

2P'*	��� �,ھ�*� 
��	�,(  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��0 2 1u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

D,1nu	*ض أن: ب) ≥    

1ج),+�� أن:  1nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  ) ( )
1

5 1 3 4 15 1 4 4
1 1

3 3 3 3
n n nn n

n
n n n n

u u uu u
u

u u u u+

− − + −− −− = − = = =
+ + + +

  

 : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��1nu و  ≥   

1اذن :  0nu − 3و    ≤ 0nu + و �;=  <
1 1 0nu + − ≥  

1nuو���	��@:  ≥n∀ ∈ℕ  

3(
1

1

1 1

1 1n n
n n

v v
u u+

+

− = −
− −

,�#ض  
1nu 1ب +

3
n

n

u

u

−
+

  

:�6;/  
 

1

31 1 1 1 4
5 1 41 1 4 4 4 41

3 3

n
n n

n nn n n n

n n

u
v v

u uu u u u
u u

+
+− = − = − = −− − − − −−

+ +

  

( )1

3 4 1 1 1

4 4 4 4 4 1 4
n n n

n n
n n n

u u u
v v r

u u u+
+ − − −− = = = = =

− − −
   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1

4
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

)��� أن :) 4 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1

4
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   +
4n

n
v = +  

1),�
� أن : 5

1n
n

v
u

=
−

 @;�)1
1n

n

u
v

− = @;�)1
1n

n

u
v

= +   

1و,�
� أن :  
4n

n
v =   اذن :  +

1 1 4 4 4 8
1 1 1

4 4 4 41
4 4

n

n n
u

n n n n n

+ + += + = + = + = =+ + + ++

  

)�� ا���د(� ,�	+* ا��		��:��225 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

1
1

4

1

2

n
n

u
u

u

+
 = − −

 =


n∀ ∈ℕ  

)و,�	+*ا��		���� ا���د(� )nv : @��	��� �/*2ا���

2 1n
n

v
u

=
+

   n∀ ∈ℕ  

1.  3��      3uو  2uو    1uأ

)��� أن :  .2 )nv������ ����		�  

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .3nu  �����n 

 )1أ'#�� :
1

3

2
u = و −

2

5

6
u = و    −

13

7

10
u = −  

2(
1 2n nv v+ − = ,�#ض  −

1nu 1ب +

3
n

n

u

u

−
+

  

)و�;=  )nv���� ����		�: �SO�O2 �� أr = و��ھ� ا2ول :   −
0 1v =  

)��� أن :) 3 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1

4
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 2أي :   + 1nv n= − +  

2,�
� أن : 

2 1n
n

v
u

=
+

 @;�)1 1

2n
n

u
v

= − @;�)1 1

2 1 2nu
n

= −
− +

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��226 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

5

2 3

2

n
n

n

u
u

u

u

+
 = +
 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(�  )nv  : @��	��� �/*1ا���n
n

n

u
v

u

−=   

n∀ ∈ℕ  
���1nu أن :    .1 >n∀ ∈ℕ  
) ��� أن أ .2 )nv ����		������� �Oد أ��  �SO و��ھ� ا2ولو

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .3nu  �����n 


 �*ھ�,� ���	*'1Pأ'#�� :��	�,(  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

)�� �;
0 2 1u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : < =  

1nuب),D	*ض أن:  ≥    

1ج),+�� أن:  1nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  ) ( )
1

5 2 3 3 15 3 3
1 1

2 3 2 3 2 3 2 3
n n nn n

n
n n n n

u u uu u
u

u u u u+

− + −−− = − = = =
+ + + +

  

 : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��1nu و  >   

1اذن :  0nu − 2و    < 3 0nu + و �;=  <
1 1 0nu + − ≥  

1nuو���	��@:  ≥n∀ ∈ℕ  

1

31 1 1 1 4
5 1 41 1 4 4 4 41

3 3

n
n n

n nn n n n

n n

u
v v

u uu u u u
u u

+
+− = − = − = −− − − − −−

+ +

  

( )1

3 4 1 1 1

4 4 4 4 4 1 4
n n n

n n
n n n

u u u
v v r

u u u+
+ − − −− = = = = =

− − −
   

)و�;=  )nv: �SO�Oأ ������ ����		� 1

4
r و��ھ� ا2ول :   =

0 1v =  

)��� أن :) 3 )nv : �SO�Oأ ������ ����		� 1

4
r و��ھ� ا2ول : =

0 1v =  

0nv/�ن :  v nr= 1أي :   +
4n

n
v = +  

1,�
� أن : 

1n
n

v
u

=
−

 @;�)1
1n

n

u
v

− = @;�)1
1n

n

u
v

= +   

1و,�
� أن :  
4n

n
v =   اذن :  +

1 1 4 4 4 8
1 1 1

4 4 4 41
4 4

n

n n
u

n n n n n

+ + += + = + = + = =+ + + ++

  

  



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 10ص 

 
 

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��227 �   )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

7 3

3 7

7

3

n
n

n

u
u

u

u

+
+ = +


 =


n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(�  )nv  : @��	��� �/*1ا���

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

 n∀ ∈ℕ  

���1nu أن :    .1 ≥n∀ ∈ℕ 

)أدرس ر���� ا��		����  .2 )nu  

)أ��� أن   .3 )nvھ� ا2ول��  �		���� ھ;���O و��د أ�SO�O و

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .4nu  �����n 


 �*ھ�,� ���	*'1Pأ'#�� :��	�,(  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��
0

7
1

3
u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

1nuب),D	*ض أن:  ≥    

1ج),+�� أن:  1nu +   ؟؟؟؟؟≤

),0�3 ا�D*ق :  ) ( )
1

7 3 3 7 4 17 3 4 4
1 1

3 7 3 7 3 7 3 7
n n nn n

n
n n n n

u u uu u
u

u u u u+

+ − + −+ −− = − = = =
+ + + +

  

 : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��1nu و  >   

1اذن :  0nu − 3و    < 7 0nu + و �;=  <
1 1 0nu + − ≥  

1nuو���	��@:  ≥n∀ ∈ℕ  
)درا�O ر���� ا��		����  )2 )nu    : 3�0,

1n nu u+   و,�رس ا`_�رة : −

( ) 2

1

7 3 3 77 3 3 3

3 7 3 7 3 7
n n nn n

n n n
n n n

u u uu u
u u u

u u u+

+ − ++ − +− = − = =
+ + +

  

( ) ( )
1

3 1 1

3 7
n n

n n
n

u u
u u

u+

− + −
− =

+
   

1nuو��(;� :  1اذن : ≤ 0nu + 1و   ≤ 0nu − 3و ≤ 7 0nu + >   

 و�;=:
1 0n nu u+ − )ا��		����  و���	��@ : ≥ )nu ��.9�;� 

3( 
( )

( )
1

1
1

7 3 3 77 3 4 4
1

1 3 7 3 7 3 7 4 4
7 3 10 107 3 3 71 10 101
3 7 3 73 7

n nn n

n n n n n
n

n nn nn n

n nn

u uu u

u u u u u
v

u uu uu u
u uu

+
+

+

+ − ++ −−
− + + + −= = = = =+ ++ + ++ ++

+ ++

  

( )
( )1

4 1 12 2

10 1 5 1 5
n n

n n
n n

u u
v v

u u+

− −= = =
+ +

  

)اذن: ا��		����  )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;2ھ

5
q=   

و��ھ� ا2ول 
0

0
0

7 4
11 23 3

7 101 51
3 3

u
v

u

−−= = = =
+ +

  

)) ��� أن ا��		���� 4 )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;2ھ

5
q= ھ� ا2ول��و

0

2

5
v = 

 /�ن:
1

2 2 2

5 5 5

n n

nv
+

   = × =   
   


�ج      �
  :��n���  nu  ا�

:�;)�� ( ) 1
1 1 1

1
n

n n n n n n n n
n

u
v u v u v u u v

u

−+ − = − ⇔ + = − ⇔ =
+

  

( )1 1n n nu v v− = − − ⇔1 1

1 1
n n

n n
n n

v v
u u

v v

+ − −= ⇔ = ⇔
− −

  

و,�
� أن : 
1

2

5

n

nv
+

 =  
 

اذن : 
1

1

2
1

5

2
1

5

n

n n
u

+

+

 +  
 =
 −  
 

  

),�	+* ا��		���� ا���د(� :��282 � )nu  : @��	��� �/*ا���

1

0

5 3

3

1

n
n

n

u
u

u

u

+
+ = +

 =

n∀ ∈ℕ  

)و,�	+* ا��		���� ا���د(�  )nv  : @��	��� �/*3ا���

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

 n∀ ∈ℕ  

���0 أن :    .1 3nu≤ ≤n∀ ∈ℕ 

)أدرس ر���� ا��		����  .2 )nu  

)أ��� أن   .3 )nvھ� ا2ول��  �		���� ھ;���O و��د أ�SO�O و

�� اO	;	��n   N���   nvأ�	3  .4nu  �����n 


 �*ھ�,� ���	*'1Pأ'#�� :��	�,(  

0,+�� أو� أن :  nu≤n∀ ∈ℕ  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��
0 1 0u = 0nا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  اذن : ≤ =  

0nuب),D	*ض أن:  ≥    

1ج),+�� أن:  0nu +   ؟؟؟؟؟≤

: �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/�� 0nu 1اذن : ≤ 0nu + ≥  

0nuو���	��@:  ≥n∀ ∈ℕ  

3nu,+�� أن :  ≤n∀ ∈ℕ  

0nأ),	RA0 أن ا��+�رة �0�0Q ���;�+� ل  =  

 �;)��
0 1 3u = �0n ���;�+� ل ا��+�رة 0�0Q اذن : ≥ =  

3nuب),D	*ض أن:  ≤    

1ج),+�� أن:  3nu +   ؟؟؟؟؟≥

  ,0�3 ا�D*ق
  ( ) ( ) ( )

1

3 3 5 3 2 35 3 2 6
3 3

3 3 3 3
n n nn n

n
n n n n

u u uu u
u

u u u u+

+ − + − −+ − +− = − = = =
+ + + +

  

 : �;)�� P'*	*اض ا�	3 ا/��3nu و  ≤   

3اذن :  0nu − 3و    ≥ 0nu + 20nuن  < و �;=  ≤
13 0nu +− ≥  

3nuو���	��@:  ≤n∀ ∈ℕ  
)) درا�O ر���� ا��		���� 2 )nu    : 3�0,

1n nu u+   ,�رس ا`_�رة :و −

( ) 2

1

5 3 35 3 2 3

3 3 3
n n nn n n

n n n
n n n

u u uu u u
u u u

u u u+

+ − ++ − + +− = − = =
+ + +

  

 
��,2 2 3n nu u− +   ∆,0�3 ا����&    +

4 12 16 0∆= + =  ھ;�ك '?ر(� :  <
1

2 4
1

2
x

− += =−
−

و  
2

2 4
3

2
x

− −= =
−

  

: 
) و�;= ا�	��� )( )2 2 3 3 1n n n nu u u u− + + =− − +  

)و�;=   :  )( )
1

3 1

3
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − +
− =

+
  

 : �;)��0nu 3اذن :   ≤ 0nu + 1و    ≤ 0nu + ≥  

3nu �� �� : و 3اذن :   ≥ 0nu − ≤    

)و�;=:  )( )
1

3 1
0

3
n n

n n
n

u u
u u

u+

− − +
− = ≥

+
)��	��@ و�  )nu  �)�)ا&�  



 
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                          11ص 

 
 

  
3( 

( )

( )
1

1
1

5 3 3 35 3 2 6
3

3 3 3 3 2 6
5 3 6 65 3 31 6 61

3 33

n nn n

n n n n n
n

n nn nn n

n nn

u uu u

u u u u u
v

u uu uu u
u uu

+
+

+

+ − ++ −−
− + + + −= = = = =+ ++ + ++ ++

+ ++

  

( )
( )1

2 3 31 1

6 1 3 1 3
n n

n n
n n

u u
v v

u u+

− −= = =
+ +

  

)اذن: ا��		����  )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;1ھ

3
q=   

0و��ھ� ا2ول 
0

0

3 1 3
1

1 1 1

u
v

u

− −= = = −
+ +

  

)) ��� أن ا��		���� 4 )nv 
 �SO�Oأ  ��O�;1ھ

3
q= ھ� ا2ول��و

0 1v = − 

) /�ن: ) 1 1
1

3 3

n n

nv    = − × = −   
   

        


�ج�
  :��n���  nu  ا�

:�;)�� ( ) 3
3 1 3

1
n

n n n n n n n n
n

u
v u v u v u u v

u

−+ − = − ⇔ + = − ⇔ =
+

  

( )1 3n n nu v v− = − − ⇔3 3

1 1
n n

n n
n n

v v
u u

v v

+ − −= ⇔ = ⇔
− −

  

1و,�
� أن : 

3

n

nv  = − 
 

1اذن
3

3

1
1

3

n

n n
u

 −  
 =
 +  
 

  

 

   
  
  

  
  
  
  
  




