
 

  

م ��������� ��  ا���

1���� ا����� ا�
	���� ر��   
 

4/11 

  �1?!�< ا���ر�ن 

)�د��� :  .1 )1,2,1OA
����

)و   )1,3,1OB
����

 

�د��� :                    
2 3 1 1 1 1

1 1 1 1 2 3
OA OB i j k i k∧ = − + = − +
���� ���� � � � � �

  

)�د���  .2 )1,0,1OA OB∧ −
���� ����

��وى  �� ���ظ ����( )OAB 

)إذن ��د�� د���ر��� ����وى  )OAB  : ل�� ���)���ب  ) ( ) ( )1 0 1 0x y z d− + + + =  

)و �د��� :  ) ( )0,0,0O OAB∈  : إذن( )( ) ( )( ) ( )( )1 0 0 0 1 0 0d− + + + 0dأي   = =  

0xإذن ا���د�� �"!  :  z− + =  

 : $�0xو  z− ��د�� د���ر��� ����وى  =( )OAB  

� أن : ا�%���  .3!( )S  وى���� ���( )OAB   ن ���ع'(( )S  : ھو

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

3 1 4
, 2 2

21 1

d OAB
− −

Ω = = =
+ −

 

)و�د���  )3,0,1Ω )ھو ر�ز ا�%���  − )S 

)إذن ��د�� ا�%���  )S  :( ) ( ) ( )22 22
3 1 2 2 8x y z+ + + − = =  

)�-ط� ا���س ھ. �-ط� �-�ط+ ا���وى  .4 )OAB  م�-��+ ا�( )∆  ���)ا��ودي  )OAB  ن)و ا��ر  )3,0,1Ω −. 

)�د���  )1,0,1OA OB∧ −
���� ����

و��� ����-�م   ( )∆     

)( 1ن     ) ( )OAB∆ OAو  ⊥ OB∧
���� ����

��وى  �� ����( )OAB  (  

)إذن ��4ل !�را�ري ����-�م  )ھو :  ∆( )
3

0

1

x t

y t

z t

= − −
 = ∈
 = +

ℝ  

 : ��4وث إ5دا��4ت �-ط� ا���س ھو 5ل ���ظ $�و 
( )

3

0

1

0

x t

y t

z t

x z

= − −
 = ∈
 = +
 − =

ℝ
أي    

1

0

1

2

x

y

z

t

= −
 =
 = −
 = −

  

)و !�����. �4وث إ5دا��4ت �-ط� ا���س ھو :  )1,0, 1− −  

)�د��� :  .5 ) ( )1,0, 1H S− − � أن  ∋! ،( )2,0, 2HΩ −
����

10)'ن :   8 10H u i j kΩ ∧ = − +
���� � � ��
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)و �د��� :  )( ) 264
, 2 2

33

H u
d D

u

Ω ∧
Ω = = =

���� �

)، �5ث  � )D  نو ا�و�$ !������  Hھو ا����-�م ا��ر 

( )2,5,2u
�

 .  

2و !� أن  )���ع ا�%���  2 )S  ن'(( )D  ���%�� س�( )S.  

  

  

  �2?!�< ا���ر�ن 
  

)�د��� أ)  .1 )0,4, 2AB −
����

)و   )1, 2,2BC − −
����

 

4 2 0 1 0 1
4 2 4

2 2 2 2 4 2
AB BC i j k i j k

− − −
∧ = − + = + +

− − −

���� ���� � � � � � �
  

)ب)  )( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

4 2 4 36 6
, 2

391 2 2

AB BC
d A BC

BC

∧ + += = = = =
− + − +

���� ����

����  

2. H  وى��)ھ. �-ط� �-�ط+ ا� )P  ن)و ا��ودي ���  Aا��ر  )BC  م�-��+ ا�( )BC 

�4ل !�را�ري ����-�م �( )BC  :( )
1

1 2

1 2

x t

y t t

z t

= −
 = − ∈
 = +

ℝ  

)�د���  )1, 2,2BC − −
����

��وى  �� ���ظ( )P  وى��)إذن ��د�� د���ر��� �� )P  : ل�� ������ب 

2 2 0x y z d− − + + =  

)و �د��� :  ) ( )2, 1,1A P− )إذن :  ∋ ) ( ) ( )2 2 1 2 1 0d− − − + + 2dإذن :    = = −  

)أي :  ) : 2 2 2 0P x y z− − + − =  

 : ��4وث إ5دا��4ت �-ط� ا���س ھو 5ل ���ظ $�و 
( )

1

1 2

1 2

2 2 2 0

x t

y t t

z t

x y z

= −
 = − ∈
 = +
− − + − =

ℝ
أي :    

2

3

1

3

5

3

1

3

x

y

z

t

 =

 =


 =


 =


  

  

و !�����. : 
2 1 5

, ,
3 3 3

 
 
 

  Hھو �4وث إ5دا��4ت  
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3.                           ( ) ( ), , . 0M x y z S AM HM∈ ⇔ =
����� �����

 

)�د���  :  )2, 1, 1AM x y z− + −
�����

و     
2 1 5

, ,
3 3 3

HM x y z
 − − − 
 

�����
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 5
, , 2 1 1 0

3 3 3
M x y z S x x y y z z

     ∈ ⇔ − − + + − + − − =     
     

  

( ) ( ) 2 2 2 8 2 8 8
, , 0

3 3 3 3
M x y z S x y z x y z∈ ⇔ + + − + − + =  

  

  

  �3?!�< ا���ر�ن 
  

1.  

         

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 22

22 2 2

, , 4 2 2 0

4 4 2 1 4 1 2

2 1 3

0 2 1 3

M x y z S x y z y z

x y y z z

x y z

x y z

∈ ⇔ + + − + + =
⇔ + − + + + + = + −

⇔ + − + + =

⇔ − + − + − − =

  

)إذن  )S  ر�زھ�)ھ. ا�%��� ا��.  )0,2, 1Ω −  ���3Rو ��� =  

)أ)     �د��� :                             .2 ) ( )( ) ( )( ) ( )22 22

1 1 2 0 1 1 1 1 3 3− + − + + = + + = = 

)إذن :         ) ( )1,1,0A S− ∈  

)ب)  )P س ل�( )S  د ا��-ط���A   

���  Ωھ. ا��-ط ا��ودي ل  �Aد���       ( )P  

)إذن        )1,1, 1AΩ −
����

��وى  �� ���ظ( )P  

)إذن ��د�� ����وى       )P  : ل�� ���)���ب  ) ( ) ( )1 1 1 0x y z d+ + − + =  

)و �د���       ) ( )1,1,0A P− )إذن :  ∋ )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 0 0d− + + − + 0dأي :    = =  

��د�� ����وى       $�)و  )P  : ل�� ���0x���ب  y z+ − =  

)أ) �د��� :  .3 )1,1,1n
�

��وى  �� ���ظ ����( )Q  و( ) ( )1,3, 2B Q− ∈ 

                               ( ) ( ), , . 0M x y z Q BM n∈ ⇔ =
����� �

  

)�د��� :    )1, 3, 2BM x y z− − +
�����

  

                               ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , 1 1 1 3 1 2 0M x y z Q x y z∈ ⇔ − + − + + =  

  : $�)و  ) : 2 0Q x y z+ + − =  
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)ب) �د��� :  )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

0 2 1 2 1 3
,

331 1 1

d Q
+ + − −

Ω = = =
+ +

  

� أن !( )( ),d Q RΩ ))'ن  > )Q  +ط-�( )S  : ���و)ق دا:رة ���

( )( )( ) ( )
2

22
2 3 2 6

, 3
3 3

r R d Q
 

= − Ω = − = 
 

.  

ر�ز ا�دا:رة H  م�-��) ھو �-ط� �-�ط+ ا� )و ا��ودي ���  Ωا��ر ن  ∆( )Q  وى��+ ا�( )Q  

�4وث إ5دا��4ت H               �ھو 5ل ���ظ
( )2

1

2 0

x t

y t t

z t

x y z

=
 = + ∈
 = − +
 + + − =

ℝ
أي    

1

3

7

3

2

3

1

3

x

y

z

t

 =

 =

 − =


 =


  

 $�و
1 7 2

, ,
3 3 3

H
− 

 
 

.  

  

  

  �4?!�< ا���ر�ن 
  

)أ) �د���  .1 )1, 1,3OA −
����

و��� ����-�م   ����( )OA 

                                  

( ) ( ) ( )

( )

, , .

3

M x y z OA OM t OA t

x t

y t t

z t

∈ ⇔ = ∈
=

⇔ = − ∈
 =

����� ����
ℝ

ℝ
  

)ب) �د���  )1, 1,3OA −
����

��وى  �� ���ظ( )Q  

)إذن ��د�� د���ر��� ����وى       )Q  : ل�� ���3���ب  0x y z d− + + =  

)و �د��� :       ) ( )1, 1,3A Q− )إذن :  ∋ ) ( ) ( )1 1 3 3 0d− − + + 11dأي    = = −  

��د�� د���ر��� ����وى       $�)و  )Q  :3 11 0x y z− + − =  

)ج)  )1, 1,3n −
�

��وى  �� ���ظ ����( )P    و( )' 1, 1,3n −
�

��وى  �� ���ظ ����( )Q  

� أن       !n
�

n'و  
�

���ن )'ن  �-��( ) ( )//P Q  
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� أن أ)  .2!( )Q  ���%�� س�( )S  ا��-ط� .(A  ن'(A  ودي ���-ط����  Ωھ. ا��-ط ا��( )Q  : $� و 

( ) ( )A QΩ ⊥  

)و !� أن      )P  +ط-�( )S  و)ق دا:رة( )Γ  ر�زھ�O  ن'(O  ودي ���-ط����  Ωھ. ا��-ط ا��( )P   : $�و 

( ) ( )O PΩ ⊥  

)و !� أن     ) ( )//P Q  ن'(  

( ) ( )O QΩ ⊥  

�� . و !�����.   Oو  Aو  Ω إدن ا��-ط      �-��( )OAΩ∈.  

� أن      !( ) ( ), ,a b c OAΩ ))'ن ا��4وث  ∋ ), ,a b c  م�-��)�5-ق ا���4ل ا�!�را�ري �� )OA  : أي

3

a t

b t

c t

=
 = −
 =

  

      : $�bو  a= 3cو  − a=  

  

  

)ب) �د��� :  )( )( )2
2 2

,R d P r= Ω )ھو ���ع ا�%���  �5Rث    + )S   وr  ھو ���ع ا�دا:رة( )Γ  

)و !� أن ا���وى      )Q  ���%�� س�( )S  ا��-ط� .(A  ن'(R A= Ω   

)و �د��� �ذ�ك      )( ),d P OΩ = Ω     33وr =  

إذن :      
2

2 2
33A OΩ = Ω +    :  $�  و 

  

  

�2د��� :      2 2 2
2 2 6 11A a b c a b cΩ = + + − + − 2و    + 2 2 2

O a b cΩ = + +  

  !����و�ض ). ا������ ا�5"ل ����� ��د :     

3 11a b c− + = −  

)ج) ا��4وث  ), ,a b c  5-ق�b a= 3cو  − a=  3و 11a b c− + = −  

)إذن :      ) ( )3 3 11a a a− − + = 1aأي :   − = −   $�1bو  3cو     = = )و !�����.:  − )1,1, 3Ω − −  

44و �د��� �ذ�ك :      2 11R A= Ω = =  

  

  

  �5?!�< ا���ر�ن 
  

)�د��� :  .1 )1,1, 1n −
�

��وى  �� ���ظ ����( )P     و( ) ( )D P⊥   إذن( )1,1, 1n −
�

و��� ����-�م  ( )D  

)و �د��� :  ) ( )2,0,2A D∈ .  

                           ( ) ( ) ( ), , .M x y z D AM t n t∈ ⇔ = ∈
����� �

ℝ  

2 2
33A OΩ − Ω =  
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)إذن ��4ل !�را�ري ����-�م   )D  :( )
2

2

x t

y t t

z t

= +
 = ∈
 = −

ℝ.  

)ھ. �-ط� �-�ط+ ا���-�م  �Bد��� ا��-ط�  .2 )D  وى��)و ا� )P  : 5-ق� ����4وث إ5دا��4و !�����. 

( )
2

2

3 0

x t

y t t

z t

x y z

= +
 = ∈
 = −
 + − − =

ℝ
1tأي :     =   : $�)و )3,1,1B 

  

 أ)  .3

                                       
( ) ( )

2 2 2

2 2

22

2 3

7

R r AB

R r AB

R

R

= +

= +

= +

=

  

)ب) ��د�� د���ر��� ��%���   )S  :( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2

2 0 2 7x y z− + − + − =  

2أي :        2 2
4 4 1 0x y z x z+ + − − + =  

  
  

  �6?!�< ا���ر�ن 
  

��د�� د���ر��� ��%���  .1( )S  ر�زھ�)ا��.  )1, 1,0Ω −  ���3Rو ��� = : 

              ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )22 2 2

1 1 0 3x y z− + − − + − =  

                              ( ) ( )2 2 2
1 1 3x y z− + + + =  

2 2 2
2 2 1 0x y z x y+ + − + − =  

)�د��� :  ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0 1 2 0 2 0 1 1 1 0+ + − + − = − =  

)إذن :  ) ( )0,0,1A S∈  

)�د��� : أ)  .2 )1,1,0AB
����

)و     )2,1,1AC
����

 

                        
1 1 1 2 1 2

0 1 0 1 1 1
AB AC i j k i j k∧ = − + = − −
���� ���� � � � � � �
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)�د��� :    )1, 1, 1AB AC∧ − −
���� ����

��وى  �� ���ظ( )ABC  

)إذن ��د�� د���ر��� ����وى    )ABC  : ل�� ���0x���ب  y z d− − + =  

)و �د��� :    ) ( )0,0,1A ABC∈  : إذن( ) ( ) ( )0 0 1 0d− − + =   : $�1dو  =  

)و !�����. :    ) : 1 0ABC x y z− − + =  

)ب)  )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 0 1 3
, 3

31 1 1

d ABC
− − − +

Ω = = =
+ − + −

  

� أن :   !( )( ),d ABC RΩ ))'ن   = )ABC  ���%�� س�( )S  

)و !� أن    )A S∈  و( )A ABC∈  ن'(( )ABC  ���%�� س�( )S  ا��-ط� .(A  

)أ) �د��� :  .3 )1, 1, 1AB AC∧ − −
���� ����

��وى  �� ���ظ( )ABC  و( ) ( )ABC∆ ⊥ 

)إذن :     )1, 1, 1AB AC∧ − −
���� ����

و��� ����-�م   ����( )∆  

                              

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

, , .

1

1

1

1

M x y z M t AB AC t

x t

y t t

z t

x t

y t t

z t

∈ ∆ ⇔ Ω = ∧ ∈

− =
⇔ + = − ∈
 = −

= +
⇔ = − − ∈
 = −

����� ���� ����
ℝ

ℝ

ℝ

  

�4و4. إ5دا��4ت �-ط�. �-�ط+ ا���-�م     ب) ( )و ا�%���  ∆( )S               : �ھ� 5ل ا��ظ

( )

( ) ( )2 2 2

1

1

1 1 3

x t

y t t

z t

x y z

= +
 = − − ∈
 = −

 − + + + =

ℝ
  

��2د !����و�ض :          
1t =  

  

                 

0

0

1

1

x

y

z

t

=
 =
 =
 = −

أو     

2

2

1

1

x

y

z

t

=
 = −
 = −
 =

  

  

)إذن �4وث إ5دا�4�. �-ط�. �-�ط+ ا���-�م   )و ا�%���  ∆( )S  : �)ھ )و     0,0,1( )2, 2, 1− −  
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  �7?!�< ا���ر�ن 
  

)�د��� :  .1 )1,1,2AB
����

)و     )5,9,2AC
����

 

1 9 1 5 1 5
16 8 4

2 2 2 2 1 9
AB AC i j k i j k∧ = − + = − + +
���� ���� � � � � � �

  

2. ( )( ) 336
, 56

6

AB AC
d C AB

AB

∧
= = =

���� ����

���� 

)�د��� :  .3 )16,8,4AB AC∧ −
���� ����

��وى  �� ���ظ ����( )ABC 

)إذن ��د�� د���ر��� ����وى  )ABC  : ل�� ���16���ب  8 4 0x y z d− + + + =  

)و �د��� :  ) ( )0,1, 1A ABC− )إذن :   ∋ ) ( ) ( )16 0 8 1 4 1 0d− + + − + 12dإذن :   = =  

16و �$ : ا���د�� �"!  :  8 4 12 0x y z− + + + =   

)و !�����. ��د��  )ABC  : .4ھ 2 3 0x y z− + + + =  

  

  

�2د��� :                   أ)         .4 2 2
10 20 2 70 0x y z x y z+ + − − − + = 

                     ?(���( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

5 10 1 56x y z− + − + − =  

)إذن :            )S  ر�زھ�)ھ. ا�%��� ا��.  )5,10,1C  ���56Rو ��� =  

� أن   ) ب!( )( ),d C AB R=  ن'(( )AB  ���%�� س�( )S 

�4وث إ5دا��4ت �-ط� ���س �5-ق : 
( )

( ) ( ) ( )2 2 2

1

1 2

5 10 1 56

x t

y t t

z t

x y z

=
 = + ∈
 = − +

 − + − + − =

ℝ
  

3t!����و�ض ��د :  =   

 : $�و 

3

4

5

x

y

z

=
 =
 =

  

)إذن ا��-ط�  )3,4,5H س�  ھ. �-ط� ��

  
  


