
 

���������	
��.���	ر�����ل�درس���	ه
�ا�
���
��1���


�ا��������1���
��ب������ا�����ا������ا����و������ا�������:�ــ�
�!�"#��$%�
��:��*.-��ا�,����ا���+*$���(����ا�����ا��������
#��)'�ن�ا����

21

2peE kx Cte= 0peE:����ا�,����ا���+*$���+ =��
��0x 0Cteأي�أن��= و���.�����(����ا������=

21:�ا���������ه2!�ا�,����ه��

2peE kx=��

��وي�(������3$�������#�
�0-2��6ف�ا�'�ة�)'�ن�ا���� / 2ℓه����
أي�أن�:�789ا����

0 0
02 2

x = − =ℓ ℓ
ℓ2و���.�����;ن�� 3

0

1
6,3.10

8peE k J−= =ℓ��

��آ$��:�ــ�?'�6ا�(����ا�.��اآ.�-.=��ا�'�ة��2�������
��:�ا������ا�C��(�D9ر�Aل�ا�'�ة�


�#�ور�ا�'�ة�وا����
�#�Eا��9(����O���(�D�����A�3أ���:'�ن��8'�ة�$�
�#�ور!�#�E#����:�از�����
������6��آ$��'?�G8�ا��*($�ت�آ������6ا�����ا������:'.-=��ا�'�ة��I���:��

2
max max

21
0,36 /

2
pe

pe

E
E mv v m s

m
= ⇒ = =��

���
��2���

�E$$*:�:0ا�
ور�ا���ص�#�Eا��-$�ن� 0,5T s=��

�.�.�M��م���Dر�ا���ق����:��
#PQ�Eل�ا���,��E$-.(�Gأن���آ��ا���اس�:�2�2$��+$-$��و:�8R���PQل�ا�
رس�أن�دوره��ا���ص�ه��

2 2
0 0

2
7 20

2

2 4

.
1, 25.10 .

4

J J
T T

C C

C T
J kg m

π π

π

∆ ∆

−
∆

= ⇒ =

= =
��

��Sأن�ه2!�ا��R���$9$�ة�+
ا�P(�.��
2�

�6$X���.�ا�.
��ب�ا�(����ا�,�آ$���8��اس���
�#�ور!�#�E#����:�از���ـ�3���:�ـ�

0θ#����ا�.�ازن�:'�ن��A���ا���اس���D)��و:'�ن� =���
�
�.'�آ�ت�#=������8(����ا��$'��$'$��:'�ن�#�,]PQ��Zل���آ��ا���اس�و:*-$�ه��)'�ن���Uأن�ا����

mθ θ=2ه��� 21 1
0

2 2m m mE C Cθ θ= + 0θو��
�#����ا�.�ازن�:'�ن��= mθو��= θ=ɺ ɺ�����Aأي�أن�

2ا���اس�:'�ن���D)��و���.���� 21 1
0

2 2m m mE J Jθ θ∆ ∆= + =ɺ ɺ��

2ا�,]�ظ�ا�(����ا��$'��$'$��)'��\� 21 1

2 2m m m m

C
J C

J
θ θ θ θ∆

∆

= ⇒ =ɺ ɺ��


دي���^$-):�:��

10
18m rad
πθ °= =��

2,02 /m rad sθ =ɺ��



 

��ب������ا�����ا�4���8�8�0,8radθ��اس���
��CEوا�(����ا�,�آ$���ptEــ� =��

�E'�(�U10`ن�ا�9$���ا��D9)���=2!�ا�,�آ��ه�� 0,174 0,8
18m rad rad
πθ = ° = = <��

�E'�(0,08ان��.*�#����6ه2ا�ا�.��)���E�.-�ر� 4,5radθ = = °��

�a8*�21أن�

2ptE C Cteθ= �����:�ا���.�ر�ا�,����+����I$�9��9زا���+*$��ا�.��)'�ن��$=��ا�.����ا��

�3$�0θ =���.��b�������.0و���Cte 21أي�أن��=

2ptE Cθ=���


دي���^$-):�:70,64.10ptE J−=��

��:�ا�(����ا�,�آ$���8��اس�ه��
��:��*�a8أ،�ا�(����ا��$'��$'$���8��اس�ه��

( )2 2 51
0,024.10

2

m pt C C m pt

C m

E E E E E E

E C Jθ θ −

= + ⇒ = −

= − =
��

��
��

���
��3���

��:�دور�ا���2�2ت�ا��D$�ة�ــ��1

0 2
J

T
mgd

π ∆=��


دي���^$-):�:0 2,01T s=��

��:�ــ�:*-$�������ا�����ا���9b$���8��اس�ا��ازن��2

�2Qd�0ppEا�,����ا���+*$�� =��
��0z )أي�أ������.�ر�ا��,�ر��= , )O k
�

#.(��O���9#�+���,��ا`��G8و�

ppEو���.�����;ن��G#��#����ا�.�ازن� mgz Cte= +���

���(
0:����ا�,����ا���+*$��� 0 0ppE Cte Cte= = + ⇒ ppEأي�أن��= mgz=�3أن��$,�

( )1 cosz d θ= )و���.�����;ن��− )1 cosppE mgd θ= −��

���.-�ر�أن�ا���2�2ت�ذات�و�R��A$���;ن�
2

1 cos
2

θθ− 21أي�أن��=

2ppE mgdθ=��

��ب��3���ا������ا��او)��ا��D9ى��2�2.�8ب��maxθɺــ�

0θ:'�ن��8��اس�ا��ازن��A���زاو)����Dى���
�#�ور!�#�E#����:�از���أي� minأي�أن��= 0ppE =��

2وا�(����ا��$'��$'$�����ه2!�ا�,����ه��
max

1

2mE J θ∆= ɺ��

�
�.'�آ�ت�#=����8;ن�ه��ك�ا�,]�ظ�ا�(����ا��$'��$'$��أي�أن�ا�(����ا��$'��$'$���8��اس���Uأن�ا����

maxθ θ=�max min max max0m pp C pp ppE E E E E= + = + =�E#�!ور�#�
��وي�ا�(����ا��$'��$'���8��اس���:

��:�#����:�از���أي�أن�

max2
max max max

21

2
pp

pp

E
E J

J
θ θ∆

∆

= ⇒ =ɺ ɺ��

max 0, 25radθ =ɺ��

���
��4���



 


�ا���,��Gا���ا�^��'�E#�6'?�6أ?'�ل�ا�(�����1(
��أ���Zا�"'�6+��-��:�ــ�:,
��:��,�آ��ا���اس�ا��ازن��0Tــ��$���ا�
ور��2

�PQ�E#�Sل�ا���,�$�ت�P(ppEأو��CE=���ه����دور�آ�6#�E$:دور�E$.0دا�

2

T
T 0أي�أن��= 2T T=���

��Iا�"'��6;ن��01و 2T s T s= ⇒ =��

��:��0Tــ�أ�ــ���ل�ا���اس�ا�-�$�iا�2ي�����]�hا�
ور�ا���ص��3

�i$��a8*��:0أن�دور�ا���اس�ا�- 2T
g

π= ℓ
��'�

0)'�ن�#.�ا��V#��ا���اس�ا��ازن�ا�2ي�دور!� 2T s=�

2:�ه��آ��.����
2

4 4 1
g

m
g

π
π

= ⇒ = =ℓ
ℓ��

�:*-$�������ا�����ا���9b$��ا��D9ى��8��اسب�ــ�

i$�):��ا�- )1 cosppE mg θ= −ℓ��

���(
���$�R��Aت�ذات�و��
�
���-�����
2

1 cos
2

θθ− 21أي�أن��=

2ppE mg θ= ℓ��

�-����8وا)�������6�*.�ج�ــ���.dآ
�#�Eأن�ا�.�I(�9ا��
�Vة�).,9^�أي�����ن�ا�.�ا��$�Dا��I�,�maxθ��E#

:�PQل�ا��*�د���ا�.��$�
max

2
max

1

2ppE mg θ= ℓأن���
X���$'$��'$ا�(����ا���h[��i$����.-�ر�أن��8��اس�ا�-

max
max

2
0,226 13ppE

rad
mg

θ = = = °
ℓ

��

����
�5����


�?-��ا�
ور��1(
��:�ا�(�E#���Pا���,�����Gا��T���-��+��9$Wــ�:,
PQ�E#�:1Tل�ا�"'�E$-.(�6أن�?-��ا�
ور�ه�� s=��

��:�ا�
ور�ا���ص��8��اس�ه��

0 2 1
m

T s
k

π= ��و)�ن��=.#��-(�9:�I�2�2.�8ور�ا���ص��
��.�#���)-$�Eأن�?-��ا�
ور�وا�


�ا���,�$�ن��2(
��)�:�ب(و�)�أ(ــ�:,

21:�ا�(����ا�,�آ$���2�2.�8ب�)�أ(

2CE mx= ɺ��

�����21ا�����ا������)�ب(و�

2peE kx=��

�.'�ك�ا��mEــ�)]���:����7ا�(����ا��$'��$'3���$Uو+�د���ى�ا��X$.���G8�����)د�ا�
-:�E�و���m�

������6��ار)��'?�.��
4�����Aــ�أ�G���Z,8ا��
��1t��:��



 

��Z,8ا��
��1t����(
�0x :���#�E#����:�از�=��و���.�����;ن�ا���������ه2!�ا��G���)9أي�أن��=

��D)��أي�أن�ا�(����ا�,�آ$����D)��و�����ا�����#�*
#��أي�د��)��و���.�������(����ا��$'��$'$��

( ) ( ) ( )

( )

2
1 max 1 max 1

3
1

max

1

2

2 2 1,6.10
0,113 /

0, 25

m C m

m

E t E t mx E t

E t
x m s

m

−

= ⇒ =

×= = =

ɺ

ɺ

��

��Z,8ا��
��2tن�ا�(����ا�,�آ$��د��)��أي���':( ) ( )2 20 0CE t v t= ⇒ =��

fب�ــ��$���ا�"
ة�
�

��E$.Z,8ا��E$:ه��
���:��

��Z,8ا��
��1tة�ا��9ة��
f:'�ن�ا��������D)��أي�أن�? vµ=���(�D��n�2ن�آ�'.Amax max.f xµ= ɺ���

��Z,8ا��
��2tة�ا��9ة��

#��و���.�����"*�#�����f:'�ن�ا�
�

��n�2آ��#
��.�A.'�ن�#�*

�G�,�ج�ــ�:*8$�6?'�6ا��mE��

��#
�.'�ك�#�*Uة���ة�ا

#��:'�ن�?���)�Pb#2t)���G�,�ن�ا���'$Aو�S[,�:��$'$��'$ن�ا�(����ا��;�

mE��E�رة��-��E#أ�9$�+�ء���-.���)palier�(�79�:��$'$��'$ا������)ة�ا��9ة�أي�أن�ا�
��.�و�*
�:�داد�?

��.��W��$%ك��'.�Uأن���ى�ا�E��M:���6'"وه2ا�ا��.��
���
��6���

1������X�8���$ــ�:*-$��ا�(����ا�,�آ�}�
��aا��I8D،�ا����Xا��{��

1( ) ( )C C CE E S E R= +��

���#
)����أن�آ.��8ا����
�#=����8;ن����.��ا�,�آ$��#�* ) 0CE R و���.�����;ن�ا�(����ا�,�آ$���=

��X�8��:21���ه��

2CE mx= ɺ��

2������X�8ــ�:*-$�������ا�������:��

P pp peE E E= ��Iا��*($�ت�أن���ppE,$�3أن��+����`��#
��aوه��#�*X8���$��9bا�����ا������

0ppE =��E#���(ى�ا�2ي��.���آ��(�����Gا��G0أ�9$��و���.�����;ن��z �����ا������peEو�)��=

21:�ا�������8���
�وه��

2peE kx Cte= +��6b�:x���Z,8ا��
���
�0'�ن�أن��tإ�����ا���� 0∆ =ℓن��`

��.�ا����
�أ���9

��Iا�,����ا���+*$��أن��0peE =��
��0x 0Cteأي�أن��= 21و���.�����;ن��=

2pE kx=��

�����X�8���$'$��'$ا�(����ا���M.�.���:��

2 21 1

2 2mE mx kx= +ɺ��

��:�ــ�ا��*�د���ا�.]��8$���,�آ��ا��.2�2ب�ا���ن��3

�.'�آ�ت�#=����8;ن�ا�(����ا��$'$��$'$��:�,]�Sأي�أن�U����0أن�اmdE

dt
��:�و���.�����;ن��=

0 0 ( 0)

0

��kxx mxx kx mx x

k
x x

m

+ = ⇒ + = ≠

+ =

ɺ ɺɺɺ ɺɺ ɺ

ɺɺ
��



 

IIا�.�ازن��1ــ���
���
��:�إ�����ا����
�G8�ل�ا�.-$����،�و�.(-$^�?����ا�.�ازن�PQ�E#

�a�Xا��E#�61آS��a�X2و�ا�S������آ��إزا���

�G8��6D,آ��دوران������:�وا�-'�ة�وه�����
�a�Xازن�ا��:��A1دراS��:��

�G8���9-)1ا��9ى�ا��S��:1P
�

��aو��Xوزن�ا�R
�

Wd:1T$��ا��(�zا`����9و�
�

F:�:��ا��$�iو��
�

��ة�

�
��.�ار:
اد�ا����

1 1 0P T R F+ + + =
�� � � �

���

�G8����P*ه2!�ا��i9��( ),O i
�

��:

0 1 0k T− ∆ + =ℓ��)1�(��

�a�Xازن�ا��:��A2دراS��:��

a�Xا��G8���9-)2ا��9ى�ا��S��:2P
�

وزن��

�a�X2ا�S��،2T
�

��i$ا����:�:�.��

2 2 0P T+ =
�� �

���

�G8����P*�9ط�ا�Aإ( ),O k
�

��:2 0mg T− =��)2�(��

8���8
وران���ل�#,�ر��V��W(�درا��A:�ازن�ا�-'�ة�����(��

P:�ا��9ى�ا��(-�G8���9ا�-'�ة�
�

′Rوزن�ا�-'�ة�،��
�

Wd:1T$��ا��,�ر���G8ا�-'�ة�،�� ′
�

2T:�:��ا��$�iو�� ′
�

���:�:

�i$ا���.��

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0� � � �P R T T∆ ∆ ∆ ∆′ ′ ′+ + + =
� � � �

��

( ) 0� P∆ =
�

)و�� ) 0� R∆ ′ =
�

��.��'�ن�Q(��:Wd$�ه���)���#�X#�Eى�ا�-'�ة��

( ) ( )1 2 1 2

1 2

0 . . 0� �T T T r T r

T T

∆ ∆′ ′ ′ ′+ = ⇒ − + =

′ ′=

� �

��


اد�وآ.8.��#=���8.#U�6ا�����$%�i$1:�و����أن�ا�� 1T T′ 2و��= 2T T′ 1و���.�����;ن��= 2T T=���

�E$.�P*ا��E#أن�)�2(و�)�1(و�M.�.��0 00
mg

k mg
k

− ∆ + = ⇒ ∆ =ℓ ℓ��

��6$
)����0Tا�
ور��1ــ��2X���Iا�.�2�2.�8�0ب�وه�� 30. 1,2T t s= ∆ =��

��Iا��-$�ن��2ــ��2�22:�ا����Aه�� 2.10mx cm m−= =���

�1��aــ��3X1ا��*�د���ا�.]��8$���,�آ��ا�S���

�a�Xآ��ا�����A1دراS�������:�وه�������آ��إزا

�G8���9-)1ا��9ى�ا��S��:1P
�

��aو��Xوزن�ا�R
�

Wd:1T$��ا��(�zا`����9و�
�

F:�:��ا��$�iو��
�

��ة�ار:
اد�

�
��.�ا����
�E:�$������bرض��*.-�!�%��$8$�����#�+���(-^�ا����9ن�ا�`���i-:�#�:��

1 1 .P T R F m a+ + + =
� � � � �

���



 

�G8����P*ه2!�ا��i9��( ),O i
�

��:1 1.k T m x− ∆ + = ɺɺℓ�3أن���$,�∆ℓ���Z,8ا��
���
�tه��إ�����ا����

��Iا�"'�6���:�وه��

0 x∆ = ∆ +ℓ ℓ��z-D:��9���):��أي�أن�ا�*���Pا� )0 1 1.k x T m x− ∆ + + = ɺɺℓ��

�a�Xآ���ا�����A2دراS��:��

a�Xا��G8���9-)2ا��9ى�ا��S��:

2P
�

��a�X2وزن�ا�S��،2T
�

��i$ا����:�:

�.��
^-)��E:�$������bا����9ن�ا�����

��:��#�+��#�:-���i`رض��*.-�!���$8$��%

2 2 2P T m a+ =
� � �

���

�G8����P*�9ط�ا�Aإ( ),O k
�

��:

2 2 2m g T m z− = ɺɺ��)2�(��

��آ��ا�-'�ة���Aدرا�)�V��Wل�#,�ر�����آ��دوران��(��

P:�ا��9ى�ا��(-�G8���9ا�-'�ة�
�

′Rوزن�ا�-'�ة�،��
�

Wd:1T$��ا��,�ر���G8ا�-'�ة�،�� ′
�

2T:�:��ا��$�iو�� ′
�

���:�:

�i$ا���.��
��:��(-^�ا�*���Pا`8���$A�A.,�)���i-:�#��+�#����n`رض��*.-�!���$8$��%

( ) ( ) ( ) ( )1 2 .� � � �P R T T J θ∆ ∆ ∆ ∆ ∆′ ′ ′+ + + =
� � � �

ɺɺ��

( ) 0� P∆ =
�

)و�� ) 0� R∆ ′ =
�

��.��'�ن�Q(��:Wd$�ه���)���#�X#�Eى�ا�-'�ة��

( ) ( )1 2 1. 2. . . .� �T T J T r T r Jθ θ∆ ∆ ∆ ∆′ ′ ′ ′+ = ⇒ − + =
� �

ɺɺ ɺɺ��

X#�G8�ق�U��U�6ا�����$%�i$ى�ا�-'�ة��;ن�����أن�ا���
x

x z r
r

θ θ= = ⇒ =
ɺɺ

ɺɺ ɺɺɺɺ ɺɺ��

1. 2 2

x
T T J

r∆′ ′− + =
ɺɺ

��


اد�وآ.8.��#=���8.#U�6ا�����$%�i$1:�و����أن�ا�� 1T T′ 2و��= 2T T′ = �����.����1 2 2

x
T T J

r∆− + =
ɺɺ

��)3(��

�.�.�Mأن�)�3(���ا�*���P)�2(و�)�1(ا�*���E$.�P*�ض�

( )( ) ( )1 0 2 2 2

1 2 2 02

2 0 1 2 2

1 2

2 2

.

0

0 0

1

2

3 0 0
3

x
m x k x m g m x J

r
J

x m m m g k kx
r

J
m g k x m m kx

r

m m m

J Mr mr

k
mx kx x x

m

∆

∆

∆

∆

− + ∆ + + − =

 + + − + ∆ + = 
 

 − + ∆ = ⇒ + + + = 
 

= =

= =

+ = ⇒ + =

ɺɺ
ɺɺ ɺɺℓ

ɺɺ ℓ

ɺɺℓ

ɺɺ ɺɺ

��

��:�ا��*�د���ا��#�$���,�آ��ا��.2�2ب��2ــ��3



 

�6-9��G8���$-$+�Pا�"'�6ا�.����:��=�;���$��bر+��ا�
����أن�ا��*�د���ا�.]��Q��$8($��و#�Eا�

( )
0

2
cosmx t x t

T

π ϕ
 

= + 
 

��

�0,$�3أن� 1,2T s=22.10و��mx m−=���

�
(
,:ϕ���Z,8ا��
���،0t =����(
���

(0) cos cos 1

0
m mx x x ϕ ϕ

ϕ
= = ⇒ =

=
��

5��
��:�ــ����PRا����
:�ه���PQ�E#1Sل�ا��*�د���ا�.]��8$���;ن�ا�
ور�ا���ص��,�آ��

2

0 2
0

3 12 .
2 16,7 /

m m
T k N m

k T

ππ= ⇒ = =��

���
��7���

1��I$�9ــ�ا��*�د���ا�.]��8$���,�آ��ا��:��
��]�hا�(�)��9ا��.-*�����ا�.��ر)�Eا�����6R�.���9إ��Gا��*�د���ا�.]��8$��ا�.��$��

0
C

J
θ θ

∆

+ =ɺɺ��

2�

����X�8ه��������ا�������n8Aو�I$���:21

2P ptE E C Cteθ= = ��Iا�,����ا���+*$���;ن��+�و

0Cte ��:�أي�أن�ا�(����ا��$'��$'�I$�98���$ه���=

2 21 1

2 2mE J Cθ θ∆= +ɺ��

3:�ا�9$���ا��D9ى��(����ا�����ا�1���8ــ��3
max 3.10PtE J−=���

ا��2���Aــ��3
4m rad
πθ =��

��:���W.��ا�8���8�3��n8ــ��3

2 3max
max max 2

max

21
9,72.10 . /

2
Pt

Pt

E
E C C N m radθ

θ
−= ⇒ =��

4��I$�9$���,�آ��ا��ــ�ا��*�د���ا��#�:
0

2
cos

4
t

T

π πθ ϕ
 

= + 
 

��

��Iا�
ور�ا���ص��2�2.�8ب�,��:
4

0 3

4.10
2 2 1,3

9,7.10

J
T s

C
π π

−
∆

−= = =��

�-��ل�����ϕ���Z,8ا��
��Iا�"�وط�ا�-
~$��أ�����,�0t =����(
�( )0 cos 0m mθ θ θ ϕ ϕ= = ⇒ =�

):�و���.��������*�د���ا��#�$��ه�� )cos 5
4

t
πθ =��

5�
ا���I$�9;ن�ا����X���ا��,�6D�8$=��:'�ن�#.2�2ب�#$'��$'��وه����اس�ا���8�$�3#*�د�.��ا�.]����$8

�G8��:0ا�"'�6ا�.����
C

J
θ θ

∆

+ =
′

ɺɺ�3أن��$,�J∆′ا��*($�ت���I����م���Dر�ا����X���وه��



 

2

2
4

J J m∆ ∆
 ′ = +  
 

ℓ
:�أي�أن�ا��*�د���ا�.]���G8���-D:��$8ا�"'�6ا�.�����

2 2

22 2

2
2 2 2 2

0 0 0

2
0

2

0 0

2
84

4
882 4 4

8

2 8
2,9

10

C C

m
JJ m

mm JJ m
T T CT J

C C

CT J
m kg

θ θ θ θ

π
π π π

∆∆

∆∆

∆

∆

+ = ⇒ + =
  ++  
 

 
+ +

 ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = +

′
= − =

ɺɺ ɺɺ

ℓℓ

ℓℓ

ℓ

ℓ ℓ

��

��
�


